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PRÉFACE. 



Ce livre est [a reproduction de mon Coursa laSorbtmue 
pendant l'année scolaire 1867-1868. 11 est divisé en deux 
Parties, comprenant, l'une les phénomènes thermiques 
proprement dits, l'autre les phénomènes électriques. I.a 
Théorie mécanique île la chaleur a pris en peu d'années 
une telle extension, qu'elle emhrasse aujourd'hui pres- 
que toute la Physique; elle ramène à une même mesure, 
l'unité mécanique du travail, les manifestations si variées 
des forces naturelles. Mon but a été d'exposer les prin- 
cipes fondamentaux de cette science nouvelle, en les dé- 
duisant, autant que cela peul se faire aujourd'hui, des 
lois générales de la Mécanique. 

J'ai beaucoup emprunté à l'ouvrage célèhrede M. Clau- 
sius, ouvrage formé de la réunion de ses Mémoires ori- 
ginaux sur cette matière. J'ai eu recours aussi aux tra- 
vaux remarquables de MM. W. Thomson et Hankine. 
Dans le Chapitre relatif à l'écoulement des fluides, j'ai 
fait des emprunts au livre de M. Zeuner, où cette ques- 
tion est traitée avec détail. En ce qui coneerue l'induc- 
tion électrique, j'ai adopté la formule de M. Webcr, qui 
non-seulement comprend, comme cas particuliers, la loi 
de Coulomb et celle d'Ampère, c'est-à-dire l'ensemble 
des phénomènes d'électricité .statique et d'électricité dy- 



mimique, mais qui rend compte aussi des phénomènes 
d'induction. Cette loi de Wchcr parait destinée à jouer 
un rôle prépondérant dans l'élude de l'électricité. 

Je fais hommage de mon Livre, et c'est pour moi un 
acte de justice et une satisfaction du cœur, à la Mémoire 
de mon collègue Verdet, dont la mon prématurée a été 
une perte si grande pour la science. La Théorie méca- 
nique de la chaleur était devenue son élude de prédilec- 
tion; il l'a professée pendant deux années à la Sorbonne: 
j'ai été assez heureux pour assister à ses Leçons; quel- 
ques-uns de ses élèves les ont recueillies et les publient 
en ce moment. Le lecteur trouvera dans les Leçons de 
Véniel le complément des miennes; je me suis attaché 
surtout à la partie théorique; les Leçons île Verdet con- 
tiennent des détails précieux sur les expériences qui oui 
servi de base à la théorie, ou qui en confirment les con- 
séquences, une critique sûre el approfondie de la valeur 
et de la portée de ces expériences, dont les plus impor- 
tantes sont dues à MM. liegnaull el Joule. 

Je dois des remercimcnls à M. Mascart, qui a rédigé 
mes Leçons, elqui a bien voulu m'ai de r dans le travail 
de révision elde perfectionnement nécessaire à leur pu- 
blication. 
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THEORIE MÉCANIQUE 

LA CHALEUR. 



INTRODUCTION. 



1. Oïl attribue [es phénomènes lumineux aux vibrations 
d'un niiliyu élastique qui est répandu dans l'espace et qui 
pénètre tous les corps. On regarde ce milieu, qu'on appelle 
èllifr, comme formé d'atomes situés à distance et exerçant les 
uns sur les autres des actions répulsives dirigées suivant les 
droites qui joignent atomes deux il deux ; ces actions sont 
proportionnelles aux masses des atomes cl fonctions des dis- 
lances qui les séparent. 

2. Les corps que nous appelons pondérables sont aussi for- 

dislancc. Pour expliquer les phénomènes de réfraction, il faut 
admettre que la densité moyenne, de l'étlicr n'est pas la même 
dans les milieux réfringents que dans le vide, Cl, par suite, 
que la matière pondérable exerce une influence sur les atomes 
d'élher. Supposons, par exemple, que celte action soit attrac- 
tive : chaque atome pondérablesera" alors entouré d'une atmo- 
sphère d'élher dont la densité est plus grande que dans le vide 
et décroît rapidement à partir du centre; l'excès d'éther ac- 
cumulé autour de chaque atome esl la masse de cette atmo- 
sphère. D'après cela, l'action totale qui s'exerce entre deux 
atomes pondérables de masses m Cl m' peut être considérée 
comme la résultante de deux forces: l'une attractive, prove- 
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1 îaTRODUCTlO?;. 

uant des masses pondérables elles-mêmes et de la forme 
—3— ' r étant la dislance de ces deux atomes; l'antre répul- 

d'éther ei de la Tonne "™ ^ ; de sorte que l'action résultante 
est 

, = Ï3l5 _ maïl = 2^ (, - ±\ 

r- r"' r* ^ art) 
, f. 

OU, cet posant = -» 

.-^[-(5)1 

On voit (|u'il v a une position d'équilibre pour In distance 
r — r„ que la force est attractive si la distance est plus grande 
que r,, répulsive si la distance est plus petite. 

3. Concevons maintenant qu'un certain nombre d'atomes 
constituent on groupe régulier sous l'influence de leurs ac- 
tions mutuelles; ce groupe sera une molécule. L'action d'une 
molécule A ainsi formée sur une molécule B n'a pas, eu gé- 
néral, de résultante unique; elle se ramène à une force appli- 
quée au centre de gravité de la molécule II et à un couple; 
le couple fait tourner la molécule H et l'oriente d'une cer- 
taine façon par rapport à la molécule A; la force est attrac- 
tive ou répulsive et il y a une position d'équilibre. On peut 
expliquer de cette manière la cristallisation. 

t. En résumé, on se représente les corps comme formés 
d'atomes que l'on assimile à des points matériels agissant les 
uns sur les autres. L'action qui s'exerce entre deux points 
consiste en deux forces égales et de signes contraires, l'une 
appliquée au premier point, l'aun-r; appliquée au second point. 
Celte double force est proportionnelle au produit des masses 
des points matériels et fonction de la distance qui les sépare; 
c'est une attraction ou une répulsion suivant qu'elle tend à 
rapprocher ou à écarter les points matériels; elle tend à les 
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ramener vers leur position d'équilibre, quand ils en onl été 
écartés par une cause étrangère. 

3. Il résulte de ces dé pla renie nts un mouvement vibra- 
toire intérieur qui peut affecter plusieurs formes différentes: 
ou bien l'éther seul est en vibration; ou bien les atomes maté- 
riels oscillent dans la molécule dont ils fout partie, en entraî- 
nant les atmosphères d'éther qui les environnent; ou bien en- 
core les molécules elles-mêmes se déplacent en bloc les unes 
par rapport aux autres. C'est l'ensemble de tous ces mouve- 
ments vibratoires que l'on suppose constituer la chaleur. Les 
vibrations ealoriliques produivom un changement dans la con- 
stitution des corps cl peuvent se transformer en une action 
extérieure; réciproquement, une action extérieure peut faire 
naître dans un corps des vibrations moléculaires et engendrer 
des phénomènes ealoriliques. La theemodpianiiquecsW'èvx&v 
des relations qui existent entre les phénomènes calorifiques, 
leurs causes et leurs effets. La chaleur, considérée ainsi comme 
un mouvement vibratoire, rentre dans les lois générales de la 
mécanique, et la thermodynamique a pour bases les principes 
de la mécanique rationnelle. 
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PRËLlMMAtlIES. 



PRÉLIMINAIRES. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 

lliHiri-mriil du ci'nlTf! ilu gruvilt'. — ThvuiriiiL' it.'s iiiniT - ilrs i|iianlilr* ili' 

mipil-i'itlrlil. — '[ Ij.-iitïjriff dii (Virer* liïi-s. — Travail dru furrra înlcrii-ii r™. 

— KiiiT|jîi? ncliiflli- i l ciiit);!.' |i.ili'iili.'1K-. — fiiiliinli Ii IViiiTRh- ..l'Iih'llr. 

— Inauenee du nmiinmeDl ribnUIrs «ir l'énerjto poMMIelle. — Cm .mit ; 
n ilr> futcet c Mi' ri. ■un». — Trniui] des [irtHisiimi ritiirienrt». 



6. Considérons un système de points matériels soumis l'ii 
même temps à leurs actions réciproques et à des forces exlé- 

riel est produit par l'ensemble des forces, tant intérieures 
qu'extérieures, qui agissent sur lui. Si donc on appelle m la 
masse d'un point matériel, x, y, z ses coordonnées par rap- 
port à trois aies fixes rectangulaires, X , Y, Z, X„ .Y, . Z, ,. . . 
les composantes des forces qui agissent sur ee point, on aura 
les trois équations 



^X + X, + . 



"rfF 



Chacun des points du système donne lieu à trois équations de 
même forme. On peut déduire de ces équations plusieurs théo- 
rèmes importants. 

■ OUÏ ESTENT DU CENTRE UE liHAVUR. 

7. En ajoutant membre à membre toutes les équations qui 
se rapportent à l'axe des -r, et de même celles qui se rap- 
portent à l'axe des y ou à l'axe des z, ou a les.lrois équations 



PlOPlltTtS Gfclt(UtJ!S DU SIOUÏEME.IT DES SISTtMKS. 5 

suivantes : 

12'» S =2". 
,» 2-5F-2». 

[2-S?=2«- 

ou bien 

i »2»ë=2". 
(3) K2»'ïr=2 v - 

!«2-S 2- 

Le signe 2 ^ aris '° premier membre s'étend il tous les 
points du système, et dans le second membre à toutes les 
forces qui agissent sur ees différents points. Comme les forces 
intérieures sont deux à deux égales et imposées, leurs projec- 
tions sont édiles cl de signes roiiUMires. et. jiar conséquent, 
disj)ai-iiis.S'']]i des secunils membres des équations (3). Tes 
équations ne l'enferment donc que les forées intérieures ; elles 
sij^iiilienl que : 

TbIoibmi [. — La dérivée de Ut tomme de» projections sur 
un axe fixe quelconque des quantités de mouvement de tous 
les points d'un système est éguleti la somme des projections des 

8. Si les points du système ne sont soumis à aucune forée 
extérieure, 1rs seconds membres des équations précédentes 
sont nuls; on en déduit les trois équations 

[2"ë=A. 

14) 2-4 = »• 

[2-S-* 

dans lesquelles A , B, C sont des quantités constantes. Ainsi : 
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(> ratLniB AISES. 

Corollaire. - Quand un système de points matériels n'est 
soumis ii aucune farce, extérieure, la somme des projet tioit* 
des quantités de mouvement de tous les points du système sur 
un axe fixe quelconque est constante, 

9. La considération du contre de gravité du système permet 
d'énoncer le théorème précédent d'une autre manière. Si l'on 
appelle x„r„ -. les coordonnées du centre de gravité el M la 
masse totale, un a 

(5) Mj-,=2»i/, 



et les équations (?.) prennent la forme 




(61 M^=2ï, 

TiifnnEMK 11. — Le mouvement du rentre de giuvitê d'un sys- 
tème est le même que si tonte la masse, y était concentrée et 
toutes les forées extérieures transportées parallèlement à elles- 
mêmes; 

Corollaire. — Quand an système n'est soumis à aucune force 
extérieure, le centre de gravité reste en repos, ou se meut d'un 
mouvement revtiligne et uniforme. 



TBEOBÈME DES' MOHEMa DES QVAXTITES. M MOUVEMENT. 



10. Si l'on multiplie la première des équations (i) par j; la 
seconde par x et que l'on retranche la première de la seconde, 



PROPRIÉTÉS GÊNÊIULES DU »Oi:VKMKNT DES SYSTÈMES. 7 

membre à membre, on a 

.(.SE-rSO-**«.*...i-rfi*i.+...). 

En ajoutant toutes les équo lions do même sorte qui se rap- 
portent aux différents points du svslème, ou obtient l'équation 

2» = 2<*W»>. 

En combinant de môme la deuxième des équations (i) avec la 
troisième, el la troisième avec la première, on a les trois équa- 

[2»(-&->-£)=2<**-rX).' 

(2«('£-«£)=2e*— «)• 

ou bien 

'»» »2»<(;£-4)-2:.>' z -^. 
(ft2-('S-*a)=2(»"-«i- 

L'expression a: Y — _rX est le moment d'une force F par 
rapport à l'axe des a. Comme les fore es intérieures sont deux 
à deux égales el opposées, leurs moments par rapport à un 
axe c]ueleonque sont égaux et de signes contraires; les forces 
intérieures disparaissent donc des seconds membres. De 

même l'expression m {x '-jj — _*'^rj représente le moment, 
par rapport à l'axe des z, de la quantité de mouvement du 
point matériel m. Ainsi : 

ThÉOrëKk 111. — La dérivée de Ut somme îles moments, par 
rapport à un axe fixe quelconque, des quantités de maueo- 



ment des différents points d'un Jt sterne est égale à la somme 
îles moments des foires extérieures, pur rapport oit même axe. 

11. Si In sjslème n'est soumis à aucune force extérieure, 
les seconds membres des équations qui précédent sont - nuls; 
on en déduit 

(2-(*î-'§H- 

-, (2-(- £-•$)-*■ 

A', B', C étant dos quantités constantes. Ainsi : 

Corollaire. -- Quand un système n'est soumis il aucune 
force extérieure, la somme îles moments îles quantités de 
mouvement, par rapport a an axe fixe quelconque, est con- 
stante. 

12. Ce théorème peut être appliqué à un axe mobile de 
direction constante et passant par le centre de gravité. Appe- 
lons, comme précédemment, x„ y„ 2, les coordonnées du 
centre de gravité, et ç, n, % les coordonnées d'un point matériel 
quelconque par rapport à îles axes menés par le rentre de gra- 
vité parallèlement aux axes lixes, on a x — x, •+■ %, = 

x = s, ■+■ remplaçant dans In première îles équations (7 ). 

et remarquant que^mi; -- o, = 2"'^ : ~ °' on a 




=».2«-/.2xH-2(i»-»s). 

En verlu des équations [G], celte équation se simplifie ei 
devient 

2«(^"£)=2<« T -"»< 

elle a même forme que les équations (j ). 
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TEIEORBHK I1IÎS FORCES VIVES. 

13. On appelle en général force rive d'un point matériel le 
produit de la niasse de ce point par le carré de sa vitesse. 
Comme ce n'est pas relie quantité elle-même i|ite l'on a à con- 
sidérer en mécanique, niais sa moitié, nous conviendrons 
d'appeler force vive d'un point malériel la moitié du produit 
de la masse par le carré de la vitesse. On sait que la variation 

conque est égale à la somme des travaux des forces qui 
agissent sur ce point pendant ie même temps. Ai l'on Tait la 
somme de toutes les équations semblables qui se rapportent 
aux différents points du système, on obtient l'équation 

(■•) i 2?=2 Gr ' 

EF désignant le travail de la force F. Ainsi : 

Théorème IV. — Lu variation de la somme des forces vives 
de tous les points d'un système pendant un temps quelconque 
est égale à la somme des travaux de toutes les forces, tant 
intérieures qu'extérieures, qui agissent sur les différents points 
du système pendant le même temps. 

Appliquons ce théorème à un déplacement infiniment pelil. 
Soient ds le déplacement du point»), dx, dy, dz ses projections 
sur les axes des eoordunnées; le travail d'une force F appli- 
quée à re point étant égal à la force des travaux de ses com- 

trav. élém. de F _ \dx + Y dy + Z dz, 

= 2 ( X rf« + V dy + Zdz ). 

14. Il existe une relation très-simple entre la force vive 
du mouvement d'un système par rapport a des axes fixes et 
celle de son mouvement par rapport à son. centre rie gravité. 



Désignons par x„ y„ z, les coordonnées du contre de gravité 
el posons, comme au n" 12, x — x< + \ t j-—y, + r„ z = z, + %, 

2?=^[(£)'-(£H§)"] 

v idx^dl dy,H dt>dK\ 
+ 2à"' \ dt dt + dt dt + di dl }' 

Si l'on appelle v la vitesse du eenire de gravité, u colle 
d'un point c| li i-lf mu | par rap|.uil nu centre dt: gravité, et si 
l'on remarque que les dernières sommes sont nulles, l'équa- 
tion précédente se réduità 

ThïobSme V. - Lu force vive totale d'un système est égale à 
la force vive de la masse entière supposée concentrée au centre 
de gravite, filas Ut force vive de ce. système dans son mouve- 
ment relatif aa centre de gravité. 

15. Ceci va nous permettre d'étendre le théorème des forces 
vives au mouvement relaiïl" au centre de gravité. L'équa- 
tion (i 1 ) devient en effet 

Mais nous avons démontré (n" 0) que le mouvement du 
centre de gravité est le même que si Mule la masse y était 
concentrée et toutes les forces transportées para 11 élément à 
elles-mêmes. En appliquant à ce point de niasse M le prin- 
cipe des Torces vives, on a 

<i-f = ■<*, 2x+*-,2ï+ a,2 z ' 



DigilizGd by Google 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DES SYSTÈMES. " 

ol l'équation précédente se réduit à 

(.3) d^"f----J t [Xdl + Ydr, + 7.dï). 

Ainsi le théorème des forces vives subsiste quand on con- 
sidère le mouvement du système par rapport à son centre 
de gravité : 

Théorème VI. — ,Sï l'on évalue la force vive de chaque point 
et le travail de chaque force dans le mouvement relatif au 

de tous les points du système est égale à la somme des travaux 
de toutes les forces, tant intérieures qu'extérieures, qui 
agissent sur ves différents points. 



1C. Dans l'application du théorème des forces vives, il est 
lion de distinguer les foires iiiléneiires des forces extérieures. 
L'action mutuelle de deux molécules m et m', dont la dis- 
tance est r, se compose de deux forces égales et opposées 

coud, cl dirigées suivant la droite qui les joint. L i fonction <?{r) 
esl positive ou négative suivant que la force est attractive ou 
répulsive. Soient x, y, z les coordonnées du point m par rap- 
port aux axes fixes, x', y-', z' celles du point m' : les compo- 
santes de la force appliquée en m sont 

Y=™»,vr) ta, 

Z=mm'.(r)±-=i, 

et le travail élémentaire de cette force dans le mouvement 
alisoln a pour expression 

Xttx-t-Ydj + Zdz 

= mm' îlp. ),Ir + (,-' -, )d X + [.'-«] dz )}. 
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De même le travail élémentaire de In force appliquée bu 
point m' est 

-{Xdx' + Ydy' + Zdz') 

- - "'"'', ?|f,) [(*'-*) i* + (r ' -r ) <*r' + 1 «' - * ) ]■ 

En □joutant, on a le travail élémentaire de l'action mutuelle 
des deux molécules: 

_ mm ?t r > [j y _ * ) ( _ ,i x i 

+ J") W -dy) + {-J- s) [rfs' - rf; !]. 

Or l'équation 
donne 

rdr=(x>-x)[dx--d*) + l/-yXd/-dy)+(z'-:y.dz--d:). 
L'expression du travail devient ainsi 

La somme des travaux élémentaires di's fur'-es intérieure*, 
sera donc 

^mm'd^r) = dj i mm^(r). 

Il v a dans le second membre autant de termes que de 
combinaisons de points matériels deux à doux. 

Ci.-llc expression ne renfermant que les distances mutuelles 
des points du système, il est rlair que le travail des forées in- 
térieures est le inème dans le mouvement relatif que dans le 
mouvement absolu. 

17. La distance r de deux points s'exprima lit par les dîiïé- 
renees des coordonnées des deux points, la quanti té ^mm' i[r) 
est une fonction dos coordonnées de tous les points du sys- 
tème, fonction que nous désignerons parf{x,y, z,x?,y' t ;',...), 
et qui ne dépend que des positions relatives des points les 
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uns par rapport aux autres. La somme des travaux élé- 
mentaires des forces intérieures est la différentielle totale 

tenant que le système pas>e de l'état caractérisé par l'indice i 
à l'étal caractérisé par l'indice a, on aura, pour celle transfor- 
maiion finie, 

t-4) ^EFim.^-/. 

Supposons que le système ne soil soumis à aucune force 
extérieure, l'équation (to)des forces vives se réduit à 

Nous remplacerons la fonction / par une fonction 

n(*.r. *>*'.■-•) 

égale el de signe contraire, afin que l'équation précédente 
prenne la forme 

=«-»•. 

ou 

1j quantité a ) al11 ' a même valeur dans deux 

étals quelconques du système, conserve une valeur constante 
pendant toute la durée du mouvement, et l'on a 

(.5) 2^ + n = c. 
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Ainsi : 

THÉORÈME VII. — lorsqu'un système n'est soumis ù aucune 
action extérieure, sa force vive totale., augmentée de la 
fonction 11, reste constante. 

18. Celte équation subsiste dans le mouvement relatif an 
centre de gravité. On a (n"H| 



le système, le mouvement tlu rentre île gravité est rcctiliyne 
cl uniforme (n°9), la première parlie de la force vive 
totale est donc confiante. D'antre part, nous avons déjà remar- 
qué que la l'onction II — *V mm' <[i (r) est la même dans fe 

mouvement relatif et dans le mouvement absolu, c'est-à-dire 
que H[x,p, ;,...) — IT(;,ïi, £,...). Si l'on retranche la quan- 
tité constante ^-i l'équation (i5) devient 

(î6) 2?-*- II = c '- 

Ainsi : 

TaeoRtijm VIII. — Lorsqu'un système n'est soumis à aucune 
action extérieure, sa force vive intérieure, augmentée de la 
fonction II, reste constante, 

ue l'émrgii. 

19. Cherchons à préciser le sens de la fonction II. Nous 
avons posé 



La fonction ty, et par conséquent les fonctions/ et II, qui en 
dépendeni, renferment une constante arbitraire. On démontre 
en mécanique que lorsque, pour un certain état du système. 
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ln valeur de la fonction /, que l'on appelle font lion tirs foires, 
est uel maximum, cet état est un étal d'équilibre stable. Si la 

terminé l;i constante de manière que ce plus gnunl des niavima 
de la fonction / soit précisément égal à zéro. Ue celle ma- 
nière, la fonction / conservera une valeur négative, el par con- 
séquent la fonction H, qui lui est égale et de signe contraire, 
restera toujours positive. 

Imaginons que le corps parte de la position d'équilibre 
stable qui correspond au plus grand des maxima et vienne 
à sa position actuelle, le travail des forces intérieures pendant 

galive représente le travail qu'il faut dépenser pour tirer le 
corps de la position idéale d'équilibre stable et l'amener à sa 
position actuelle. Inversement, si on laisse le corps revenir à 
sa position d'équilibré stable, les forces intérieures produiront 



La fonction II rc pré se me donc le [m va il positif que les forces 
moléculaires seraient capables d'effectuer si le corps quittait 
la position actuelle et revenait à la position idéale d'équilibre 
stable. 

20. Le premier membre de l'équation ( i5) se conquise ainsi 
de don* parties essenlit'llcnii'iit positives dont la somme est 
constante ; ces deux parties peuvent se transformer l'une dans 
l'autre; quand l'une d'elles diminue, l'autre augmente d'une 
quantité égale. La première est la somme des forces vives de 
tous les points du système, la seconde est le travail potentiel 
des forces moléculaires, ou le travail maximum qu'elles peu- 
vent produire. Il est utile de donner à ces deux grandeurs des 
noms qui rappellent leurs analogies mécaniques. 

Nous adopterons les dénominations proposées par M. Ran- 
kinc; nous appellerons énergie actuelle d'un système la somme 
des forces vives de tous les points du système, et énergie po- 



il) PRELIMINAIRES. 

tentielte le travail maximum que peuvent produire les forces 
intérieures. La somme de ces deux quantités est V énergie to- 
tale du système. Nous désignerons l'énergie actuelle par V. 
l'énergie potentielle par ïï, et l'énergie lutulo par C, de ma-- 
niêre que II = V + W. 

Nous avons VU (n° 14) que l'énergie actuelle d'un système 

V = 2~" sc com P osi; de deux parties, l'une 1 que nous 
appellerons V énergie du mouvement de translation, l'autre 
qui est Vinergi* actuelle inlêrieure do système, et 

U, = V, + W 

de l'énergie actuelle intérieure cl de l'énergie potentielle sera 
l'énergie totale intérieure, ou simplement ['énergie intérieure 
du système. 

Grâce à ces dénominations, les théorèmes Vil et VIII peu- 

Tiit'mtnv: 1\. - Lorsqu'un système n'est soumis il aucune 
force extérieure, son énergie intérieure, et aussi son énergie 
totale, restent constantes. 

En résumant ce qui précède, on voit que lorsqu'un système 
n'est soumis à aucune action extérieure, trois quantités prin- 

sur un axe fixe quelconque, et par conséquent l'énergie du 
mouvement de translation; 

2° La somme des moments des quantités de mouvement par 
rapport à un axe fixe quelconque; 

3° L'énergie intérieure du système. 

21. lin exemple fera bien comprendre ce qu'on entend par 
énergie potentielle. 

Considérons un système formé de deux molécules de masses 
m et m', soumises seulement à leur action mutuelle, que nous 
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supposerons de la forme (n"2) 




Il y a équilibre quand les lieux molécules sont à la dis- 
tance r„ el colle posilion d'équilibre est slahlc. Soient A el B 
ljig-i} les positions des molécules en équilibre. Supposons 
qu'on les amène en A'elB', à une distance»' plus grande quer 0 . 



il y a atlraciion ; si on laisse les molécules revenir à leur posi- 
lion d'équilibre, les forces produisent un travail positif d'autant 
plus grand que les molécules ont été plus écartées de leur po- 
silion d'équilibre. De même, si l'on amène les molécules en 
A, et B,, à une distance r moindre que r„ il y a répulsion ; 
quand on laisse les molécules revenir à la posilion d'équilibre, 
les forces produisent encore un travail positif. Ce travail posi- 
lircsl l'énergie potentielle du système îles deux molécules dans 
l'état A', B' ou A„ B,. 

22. 11 est aisé du comprendre que IVni'irir totale d'un corps 
mesure en quelque sorte sa puissance mécanique. Considé- 
rons, par exemple, deux corps A et It {_fig.it), unis par un lil 



inextensible et sans masse Cl). Supposons qu'il n'y ail pas de 
forces extérieures, l'énergie totale du système formé partes 
deux corps restera constante. L'énergie du lil est nulle. En 
effet, sa masse étant nulle, son énergie actuelle est nulle; 
d'autre pari, tomme il est inextensible, les deux tensions 
donnent des travaux égaux el de signes c 
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soile, l'énergie potentielle du i «. I est aussi nulle. On » donc 
simplement, pour ce système, en appelant V l'énergie du 
corps A, et il' celle du corps B, l'équation 
li U' ..- consl. 

Les lieux pari i es de celte somme peuvent se transformer 
l'une dans l'uuiiv pur l'intermédiaire du ±11. I.ursque U dimi- 
nue, U' augmente d'une quiiulilé égale; c'est là ce qui ca- 
ractérise l'action mécanique du corps A sur le corps II. Sup- 
posons que II diminue jusqu'à devenir nul, et, à ce moment, 
supprimons la communication des deux corps en coupant le 
lil ; alors l'énergie du corps A est nulle, et la nouvelle éner- 
gie U"du corps It est égale, d'après le lliéorème général, à la 
somme des deux précédentes. On a donc 

ment nulle; ce corps est arrivé à un élal d'équilibre stable au 
repos qui persistera tant que des forces extérieures n'inter- 
viendront pas. L'énergie totale U mesure donc J'aclion méca- 
nique maximum qu'un corps peut exercer sur les corps exté- 
rieurs. 

ÊXERRIE DES MOUVEMENTS ÏIHIUTOIRES. 

2IÎ. Nous avons vu déjà [ n" 14} que l'énergie actuelle d'un 
système se compose de l'énergie du mouvement de translation 
du centre de gravité el (le l'énergie actuelle intérieure, c'est- 
à-dire de l'énergie actuelle du mouvement relatiT à des axes 
passant par le centre (le gravité. M;<is il y a lieu de distinguer 

Vcmcnl sensible et ce qui se rapporte an mouvement vibra- 
toire, qui est en général très-rapide et impossible à obserier 
directement. 

Considérons d'abord un système de points matériels sans 
mouvement sensible el animés seulement d'un mouvement 
vibratoire. Cbaque point matériel oscille autour d'une position 
moyenne. Nous représenterons par x, y, z les coordonnées de 
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celle position moyenne, et par x + \, y + n, z 4- £ celles du 
point matériel en mouvement. Puisi|u'il n'y a pas do mouve- 
ment sensible, les coordonnées x, y, : sont indépendantes du 
temps, et l'on a 

comme la superposition de vibrations simples de la Tonne 
S = Aco 5 (^ + .), 

C-C-f?*,). 

Pour une vibration simple, on a 

Mfr[*~(¥ + .) ' 

+ B.,in.(^ + ? ) + C.,i„.(^ + ,)], 

OU 

+ » + A'to.(4jî + »«)-...]. 

La force vive varie pendant la durée d'une vibration. Sa va- 
leur moyenne esl donnée par l'intégrale délinie 

> r T mv> , , A' + B' + C' 

" 7) U —* = »«• r 

Dans un mouvement vibratoire complexe, le carré de la vi- 
tesse a pour expression 

-=H[2WtH]" 

-[2S-0¥-'*p)I*[2S-e?*0]1- 
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+ a) est une somme de termes tic la forme 



su 11 carré 



En transformant les termes de la première somme, comme 
précédemment, et prenant la moyenne pendant un temps 
Irès-grami par rapport à chaque période, alin de pouvoir né- 
gliger les termes périodiques, ou obtient 



Les termes de la deuxième somme peuvent être transformés 
de la manière suivante : 



L'intégrale du second membre est «ne somme de simis, et 
la valeur moyenne de celle intégrale pour un intervalle de 
temps 8, très-grand par rapport à la durée de chaque période, 
est négligeable. 

On trouve ainsi, pour la valeur moyenne de l'énergie ac- 
tuelle du point m, 




aAA' 
TT 



sin(^i + *) S in(^ + *') 



- C06[«l(£+ £)+« + «•](. 



(.8) 



if!"*-*! 



A'-4-B'-«-C' 
i y 
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On conclut île là que : L'énergie, moyenne, d'un mouvement 
vibratoire, quelconque est égale il ta somme des énergies 
moyennes des mouvements vibratoires simples qui le com- 

24. Supposons maintenant <|uc le corps soil animé en mi>mi' 
temps d'un mouvement sensible ei d'un mouvement vibra- 
toire. Les coordonnées d'un point m à un instant quelconque 
sont encore x+ %, y + r„ «.+ Ç; mais les coordonnées x,y, i 
Je la position moyenne sont ici des fonctions du temps. Les 
composantes de la vitesse de ce point sont 



Pour le point considéré, la composante ' ^ de la vitesse sen- 
sible peut être regardée comme constante pendant la durée 
d'une période T, si le mouvement vibratoire est simple, ou, 
plus généralement, pendant un intervalle de temps 0, petit en 
valeur absolue, mais très-grand par rapport à chacune des pé- 
riodes qui entrent dans un mouvement vibratoire complexe. 
On peut donc écrire 



dx d\ 
dt + dt' 
dr du 
dt dt' 
dz dÇ 
dt + ~dt' 



0 J a dt dt at - B m dt J„ dt dt L*J.-°- 



On a d'ailleurs 




dt dt 



dyd* dt dÇ 
dt dt + dt dt . 



0* 



Les trois leimes de la dernière intégrale sont ni'jJipMliles, 



aa vrElihimaiiies. 

comme nous venons de le voir, il resie donc 



gj 0 ^r ,l! =l(dïï + 7ï+W-) 



l.a première partie du second membre est la force vive du 
mouvement sensible, la seconde est la force vive moyenne du 
mouvement vibratoire. On dira donc que ; 

L'énergie actuelle d'un corps .-si la somme, de l'énergie du 
mouvement sensible et de l'énergie du mouvement vibratoire. 

IHFLUENCK DU MOU VEXENT V1BR»TOIBK SDR l'ÉHÏIGIB rOTEKTIKLLIÎ. 

2!i. Considérons un corps sans mouvement sensible et animé 
d'un mouvement vibratoire. L'énergie potentielle, qui est une 
fonction des dislances des différents points, dépend du mou- 
vement vibratoire et varie aussi d'une manière périodique; 
nous pouvons nous proposer de calculer sa valeur moyenne. 
Représentons toujours par x,y, z les coordonnées de la po- 
sition moyenne do point m; s'il n'y avait pas de mouvement 
vibratoire, l'énergie poteniielle aurait [jour valeur 



Pendant In vibration, les coordonnées du point m sont i + E, 
r+s, - + S; alors l'énergie potentielle a pour valeur 



Les coordonnées -, «, £ du déplacement vibratoire sont très- 
petites par rapport à x, >-, z. ; on peut donc développer celle 
fonction en série rapidement décroissante et écrire, en se 
bornant au\ termes du second degré, 



w = f ( * + £ , y + », + s , *' +;■,...) . 




■)• 
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Les termes du premier degré n'ont pns d'influence sensible 
dans la moyenne. Mais les termes du second en ont une, ei 
l'on trouve que la valeur mojcuiie de l'énergie potentielle a 
pour e\[iression 

F(*,r......) 

On conclut de là que : La vibration change la valeur moyenne 
de l'énergie potentielle, sans que les positions moyennes îles 
molécules soient changées, c'est-à-dire sans que l'état appa- 
rent du corps soit changé. 

CAS OtI IL V ! DES FORCES EXTÊHIECHES. 

26. Nous avons trouve l'équation des forces vives dans le 
cas le plus général (n" 13]: 

Si le corps a passé de l'état [i] à l'état [a], on a (n° 17) 

2GFint.=/,-/; = H 1 -n 1 ; 
l'équation (ao) devient ainsi 

i2 î ? + ( II '- n ')=2 GFe3tl - 

ou bien 

AV + AW=2 5 Fext., 
(ai] AU=]£sFc*t. 
Ainsi : 

TntOlfcM X.— La variation île l'énergie totale d'un système 
est égale à la somme îles travaux des forces extérieures. 
Nous avons vu que le théorème des forces vives subsiste 
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dans le mouvement relatif au centre de gravite (n n 15); on a donc 

A 2 ~f =2 G ' Fint - + 2 r *«"•• 

E' désignant le travail dans le mouvement relatif. Le travail 
îles forces intérieures étant le même dans le mouvement rela- 
tif que dans le mouvement absolu, relte équation peut être 
mise sous In forme 

ÛV;-t-AW=2 6'Fext., 

tu] n=Jrroi. 

Ainsi : 

Théorème XL - La variation de l'énergie intérieure d'an 
système est égale à la somme des travaux des forces extérieures 
dans le mouvement relatif au centre de gravité. 

27. Outre l'uciion des forces, extérieures piepreinent dites, 
le corps peut recevoir une certaine i|iiantité d'énergie ealuri- 
fi'|iic qui lui vient du dehors, ou bien il peut perdre une cer- 
taine quantité d'énergie ealorîliquc qu'il communique aux 
corps extérieurs. Cet échange (l'énergie calorifique a lieu par 
rayonnement ou par conductibilité, et vuici comment on con- 
çoit qu'il s'effectue : 

Quand un corps est animé d'un mouvement vibratoire mo- 
léculaire, l'élher que possède le corps participe au mouvement; 
ce mouvement se communique à l'élher ambiant, dans lequel 
il se propage par ondes successives, et l'élher ne conserve rien 

Inversement, quand une onde calorifique rencontre un 
corps, elle communique une partie de son énergie à l'élher 
que renferme le corps et aux molécules elles-mêmes; le corps 
entre alors en vibration, ou bien le mouvement vibratoire 
qu'il possédait est modifié; le corps a absorbé une certaine 
quantité d'énergie calorifique. 

Enfin, quand une molécule d'un corps est en vibration, elle 
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communique cette vibration aux molécules voisines, el le 
mouvement se propage ainsi de proche en proche : il y a alors 
communication d'énergie r-alnriliqne par conductibilité. 11 est 
probable que i'étker intervient encore dans ce dernier cas, 
mais le phénomène est plus complexe. 

28. Supposons donc qu'une certaine quantité d'énergie ca- 
lorifique Z, venant du dehors, pénétre dans le corps; elle 
augmentera d'autant l'énergie totale du corps, et l'équa- 
tion ( ai ) deviendra 

(a3) AU=yBFexi.-r-Z. 

Supposons, au contraire, que le corps dégage une certaine 
quantité d'énergie calorifique Z', il est clair que le travail des 
forces extérieures est égal à la variation d'énergie totale du 
corps, plus la quantité T d'énergie calorifique dégagée; l'é- 
quation ( ai ] devient ainsi 

2«Fext. : AU + Z'. 

Mais cette dernière équation rentre dans la précédente; il 
sulTit de regarder une quantité d'énergie raliiriiîque absorbée 
comme positive, dégagée comme négative. On a donc le théo- 
rème général suivant : 

Theohrub XII. — Dans tout système, la variation de l'éner- 
gie totale est égale à la somme des travaux des forces exté- 
rieures, plus ou moins l'énergie calorifique absorbée ou dé- 
gagée. 

On peut répéter les mêmes raisonnements en considérant, 
non plus le mouvement absolu, mais le mouvement relaliTau 
centre de gravité. Si une quantité d'énergie calorifique 7, est 
absorbée ou dégagée par le corps, elle augmentera ou dimi- 
nuera d'autant son énergie intérieure, cl l'équation (sa) de- 
viendra 

[?4) AU,=2 G ' Fext - + z : 
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TnÉOHf.ME XIII. — Dans tout système, la variation de l'éner- 
gie intérieure est égale à la somme îles travaux des forces ex- 
térieures, estimés dans le mouvement relatif au centre de gra- 
vité, plut ou moins l'énergie calorifique absorbée ou dégagée. 

TKAY.U1. DES PRESSIONS EXTÉRIEURES. 

29. Ordinairement les forets extérieures consistent en pres- 
sions normales s'exerçant sur la surface du corps. Le corps A 
reçoit d'un autre corps B une pression P el réagit sur lui avec 
une force égale et contraire — V ; il est clair que la somme 

est égale el de signe contraire à la somme des travaux des 
réactions du rorps X sur les corps extérieurs. Si donc on ap- 
pelle S la somme des travaux des réactions du eorps A sur les 
corps extérieurs, la somme des travaux des pressions exté- 
rieures s'exerçant sur le corps A sera — S; l'équation (i3) devient 
(a5) AU = 7, — S, 

et le théorème \II s'énonce de la manière suivante : 

La variation de l'énergie totale d'un corps est égale à l'é- 
nergie calorifique absorbée ou dégagée par ce corps, moins li 
travail extérieur accompli par le corpt. 

Le même théorème a lieu dans le mouvement relatif au 
rentre de gravité. Si l'on désigne par S' le travail extérieur 
accompli par le corps A, travail évalué dans ee mouvement 
relatif, l'équation [xi) devient 

(a6) 4U,= Z-S', 

et le théorème XIII s'énonce ainsi : 

La variation de l'énergie intérieure d'un corps est égale à 
l'énergie calorifique absorbée ou dégagée par le corps, moins 
le travail exlâriear accompli par le corps dans le mouvement 
relatif au centre de gravité. 

Si le eorps, après une série de transformations, revient à sa 
position et à son étal primitifs, son énergie totale reprenant la 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 1>U SOUVEBMT DÉS BÏ6TISES. 

même valeur, on a AU — o, et l'équation (aj) se réduit à 



Il y a deux cas à distinguer, suivant que les quantités Z 
et S sont positives on négatives. Dans le premier cas, lu corps 
absorbe de 1 "énergie calorifique et accomplit un travail exté- 
rieur égal ; dans le second cas, le corps reçoit un travail exté- 
rieur et dégage une qu;inlité épie d'énergie calorifique. Ces 
deux cas sont compris dans un même énoncé : 

Conou.AiBE. — Lorsque le corps revient au même état, la 
quantité d' énergie t.a/tirijiqiie absorbée ou dégagé/: par le 
corps est égale nu travail extérieur accompli ou reçu par le 

Les machines thermiques ont pour but de transformer la 
chaleur en travail, ou inversement le travail en chaleur. Dans 
toutes ces machines, le mouvement est périodique cl l'équa- 
tion précédente est vraie pour un intervalle de temps égal à 
un nomhre entier de périodes. 



30. Enfin les pressions extérieures se réduisent le plus sou- 
vent à une pression uniforme s'exerçant sur toute la surface 
du corps. Dans ce cas, le travail extérieur peut être exprimé 
d'une manière très-simple, lorsqu'il n'y a pas de mouvement 
sensible. 

Soit v le volume du corps A, p la pression qu'il supporte par 
mètre carré, un élément 6) de la surface supportera la pres- 
sion pw. Supposons que le corps A éprouve un changement de 

prise entre l'élément &> et la nouvelle surface du corps. Le 
travail delà réaction du corps À sur les corps extérieurs est pah 
pour l'élément de surface n; le travail total tIS, accompli par 
le corps, est 
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Mais 01/1 (J>g.3) est le volume compris entre l'élément w et 
l'élément 

Fin. 3. 




correspondant de lu nouvelle surface; ^V/i est la variation île 
volume dv du corps. On a donc 

(l8) rfS:-=/lrtï. 
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31. Lorsque deux corps sont mis en relation, l'un d'eux se 
comporte généralement comme une source de chaleur, il se 
refroidit pendant que le second s'échauffe. Cet échange de 
chaleur entre les corps peut avoir lieu de différentes manières. 
Si les corps sont en contact direct, ou s'ils sont séparés par 
des corps pomlérablcs qui participent au mouvement calori- 
fique, la communication de chaleur se fait par conductibilité. 
Si, au contraire, il n'y a pas de corps intermédiaires, ou si les 
corps pondéraliles intermédiaires ne participent pas au mou- 
vement calorifique, la communication de chaleur se fait |iar 
rayonnement. Enfin, l'échange de chaleur peut avoir lien en 
même temps par rayonnement et par conductibilité. 

Dans tous les cas, si aucune cause extérieure n'intervient, 
les deux corps arrivent à un étal qui persiste indéfiniment; on 
dit qu'ils sont alors en équilibre de température ou qu'ils onl 
la même température. C'est un étal d'équilibre mobile, parce 
qu'on suppose qu'il y a entre eux des échanges de chaleur 
continuels et équivalents. 

Quand l'équilibre a lieu entre deux corps, il est indépen- 



l'équilibre de température est un état pai Faitemcnl défini, qui 
ne peui avoir lieu que d'une seule manière. 

Si deux corps A et It sont eu équilibre de température avec 
un troisième corps (",, l'expérience indiquer qu'ils sont entre 
eux en équilibre de température. 

Qiumd deux corps mis i'ii relation ne sont pas eu équilibre 
de température, celui qui envoie le plus de c haleur à l'antre 

dique que le corps A est aussi à une lempé rat lire plus élevée 
que le corps C, Supposons de même que le corps 11 soit à une 
température plus élevée que C et moins élevée que A, et qu'on 
laisse refroidir le corps A jusqu'à ce qu'il soit en équilibre 
avec C, on constate qu'il passe par la température du corps 
inieiiiir'diaire 1t. 

En d'autres termes, on peut, en classant les corps d'après 
leurs réactions cninriiunies, construire une échelle des tem- 
pératures, ci cette échelle des températures est unique. 

Supposons qu'on mette un même corps P successivement 
en équilibre de température avec tous les corps de l'échelle 
précédente, il passera par une série d'états successifs qui 
pourront servir à caractériser les différentes températures : 
ce sera un thermomètre, 

'Aï. L'objet principal do la ihermodvnaniqiifc est d'étudier les 
transformations d'un corps homogène, avant dans toute sort 
étendue la même densité ou le même volume spécifique v (le 
volume spécifique est le volume de l'unité de poids), ia même 
température l, soumis sur toute sa surface à une pression uni- 
forme p, cl de plus sans mouvement sensible. L'état d'un corps 
dans ces conditions dépend, en général, de deux variables in- 
dépendantes, son énergie actuelle V, et son énergie polen- 
lielleW. Toutes les quantités que l'on considère habituellement 
et qui caractérisent l'état physique du corps, savoir la tempé- 
rature le volume spécifique v et la pression p, dépendent 
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deVctW; rc sont des fonctions de ces deux quantités, 

(=/,(V,W), (■=/,; v, wj, />=/.(V,W). 

Un a ainsi trois équations mitre cinq grandeurs, dont deux 
quelconques peuvent être prises pour variables indépendantes; 
un choisît ordinairement v ei p; alors lu température est une 
fonction do volume et de la pression. 

Toutefois, dans certaines questions, un n'est pas maître du 
choix des variables, parre que les fonctions é prouveraient de 
grandes variations pour de petits changements des variables. 
!'ar exemple, dans la fusion de la glace sous pression cunstanle, 
le volume change peu pendant la durée du phénomène, et 
l'état du corps éprouve cependant une modification considé- 
rable; il ne conviendrait pas de prendre v m p comme va- 
riables indépendantes. La difficulté disparaît si l'on prend pour 
variable indépendante l'énergie potentielle Wj c'est la quan- 
tité qui éprouve alors les plus grands changements. 

HÉKINETtO^ DE LA TEM FÊHATU RE. 

33. Pour lout corps homogène, placé dans les conditions 
indiquées précédemment, il existe entre la température, le 
volume spécifique et la pression une relation 

(i) <f[l,V,p) = 0. 

On ne connaît pas encore la forme de cette fonction pour 
un corps quelconque; les lois de Gav-Lussac et de Mariolle 
en donnent seulement une expression très-appi ncliée pour les 
gaï permanents. Mais il suffit que nous concevions l'existence 
de celle relation pour qu'elle nous serve à définir les tempé- 
ratures. Considérons, en effet, un corps quelconque que l'on 

'=/(*)■ 

Les variations de volume d'un corps sous pression con- 
stante peuvent donc servir à graduer l'échelle des tempéra- 
tures, pourvu que ce corps ne présente pas de circonstances 
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particulières, telles qu'un changement d'étal, dans les limites 
de température entre lesquelles il sert de thermomètre. 

11 y a avantage à employer un gaz permanent pour construire 
le thermomètre; on graduora l'échelle des températures par 
les variations de volume d'un poids de gaz égal à l'unité sous 
une pression déterminée. Soient v, le volume de ce poids à 
une température déterminée que nous appellerons zéro, v, le 
volume de la même masse à une autre température définie t., 
et v le volume à une température quelconque (; en supposant 
les températures proportionnelles aux changements de volume 
à partir de la température zéro, on aura 




Si l'on pose a — — - -"> celle équation prend la forme 



a est ce qu'on appelle le voefjiiient de dilatation du gaz. 

31. Tous les gaz et les vapeurs surchauffées tendent vers un 
élai-limile caractérisé par les lois de Mariolte et de Gay-Lus- 
sac. Je rappelle res deux lois : 

i" Loi de Gaï-Lussac. — Tous 1rs gaz permanents ont If 
même coefficient de dilatation, et ce coefficient est indépen- 
dant de la pression. 

Ce coefficient de dilatation » des gaz esl d'environ — . 

a° Loi de Mariotïe.— Les volâmes d'une même masse de gaz 
A la même température sont en raison inverse des pressions. 

Si v esl le volume d'une certaine masse rie gaz sous la pres- 
sion p. v' le volume de la même masse sous la pression p' et 
à la même température, on a 

Ï- = L ou vp ._,.</. 
Ces deux lois permettent d'établir la relation qui existe 
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enlre le volume spécifique, la température et la pression. 
Soient, en effet, v, le volume d'un poids de gaz égal il l'unité 
à la température zéro et sous une pression déterminée p,, 
v le volume de la même masse de gaz à la température l et 
sous la pression p. Appelons t/ le volume du gaz sous la pres- 
sion p, et à la température On a, d'après la loi de Gay-Lus- 
sae, (^=c,[i + ut), et, d'après celle de Mariotte, vp^zv'p,. 
On en déduit la relation cherchée 
(3) vp = v,p.li+«t), 

entre la température, le volume et la pression. 

Les deux constantes p, et % sont les mêmes pour tous les 
gaz. Si l'on pose a — -,(11 = 273), la relation précédente 
prend la forme 

(3) cp = xv,p,[a -t- I). 

PREMIER PRINCIPE KONDIMBKTXI.. 

35. On mesure les quantités de ehalcur absorbées ou déga- 
gées dans les expériences, en les comparant à une autre quan- 
tité de chaleur prise pour unilé et définie par le passage d'un 
cerlaip corps d'un état déterminé à un autre étal déterminé. 
On a pris pour unité de chaleur la quantité de chaleur né- 
cessaire pour faire passer i kilogramme d'eau de la tempéra- 
ture de a degré à la température de i degré sous la pression 
de -Go millimètres; c'est ce qu'on appelle une calorie. 

Nous avons précédemment représenté par Z une certaine 
quantité d'énergie calorifique; cette énergie, qui est une 
force vive, était exprimée au moven de l'unité habituelle de 
la force vive ou du travail, c'est-à-dire au moven du kilo— 
grammètre, Une même quantité de chaleur peut donc être 
représentée par un nombre Q de calories ou par un nombre Z 
de liilogranmièlres. Si l'on appelle E le rapport de la calorie 
au kilo grammètre, on aura évidemment 
Z = EQ. 

Ce rapport E est ce qu'on appelle V équivalent mécanique 
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de la chaleur; c'est le nombre de kilogrommèlres auquel 
équivaut une calorie. Nous emploierons aussi le rapport 
inverse A = g> "'où 

Q — kl. 

Le premier principe fondamental de la théorie mécanique 
de la chaleur est exprimé par l'équation (ï3) que nous avons 
déduite du théorème des forces vives (n"28), et que nous 
écrirons sous la forme la plus générale 

(4) AUzz^SFext. + EQ. 

Cette équation s'applique nu mouvement absolu ou au mou- 
vement relatif au centre de gravité. 

Ordinairement, comme nous l'avons dil au n" 29, les forces 
extérieures consistent en pressions normales s'cxerçanl sur la 
surface du corps. Si l'on appelle S la somme des travaux des 
réactions du corps considéré sur les corps extérieurs, la 
somme des travaux des forces extérieures est — S, el l 'équa- 
tion précédente devient 

(5) EQ^ill + S, 

Qr^À[AU+S). 
Elle montre que la quantité lie, chaleur aimiriée. on dégagée 
par an corps est équivalente à ta variation tic son énergie 
(totale ou intérieure, suivant qu'il s'agit du mouvement ahsolu 
ou du mouvement relatif au centre de gravité), plus le travail 
extérieur accompli par le corps. 

Lorsque le corps revient à son état primitif, la variation 
^'énergie Mi étant nulle, l'équation précédente se réduit à 

(6) EQ = S. 

La quantité de chaleur absorbée ou dégagée par le corps est 
équivalente à la quantité de travail extérieur accomplie ou 

Les progrès de la théorie datent surtout de l'époque où 
l'on a conçu nettement cette notion de l'équivalence entre 
une quantité de chaleur cl une quantité de forces vives ou de 
travail. La connaissance de la valeur numérique du rapport E 
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de lii calorie au kilogrammèlrc a une grande importance ail 
point de vue des applications. Un grand nombre de physiciens 
ont cherché à le déterminer; nous citerons quelques-uns de 
leurs travaux les plus importants. 



30. Les expériences les plus célèbres sont celles de M. Joule 
sur le frottement. Dans ces expériences, un travail extérieur 
connu est dépensé pour faire frotter deux corps l'un contre 
l'autre et produire ainsi une certaine quantité de chaleur que 
l'on mesure à l'aide d'un calorimètre. 

Un des appareils de M. Joule est entièrement construit en 
laiton. 11 se compose d'un vase calorimétrique rempli d'eau 
dans lequel tourne un axe vertical portant seize palettes ver- 
ticales qui passent dans les intervalles ménagés entre des 
lames fixées aux parois du calorimètre, afin d'augmenter le 
frottement du liquide sur lui-même et sur les pièces mé- 
talliques. L'axe tournant est muni d'un cylindre extérieur sur 
lequel s'enroulent deux cordes dont chacune passe ensuite 
sur une poulie mise en mouvement par la descente d'un poids. 

La température du calorimètre étant bien connue, on laisse 
descendre les poids moteurs et ou mesure réchauffement qui 
en résulte. Pour connaître le travail extérieur qui a été trans- 
formé en chaleur, il faut retrancher du travail effectué par la 
pesanteur dans la chute des poids la force vive qu'ils possèdent 
à la fin de l'expérience et le travail absorbé par la roideur 
des cordes cl par le frottement des pièces non situées dons 
le calorimètre. Pour évaluer ce travail absorbé à l'extérieur 
du calorimètre, on sépare le cylindre de l'arbre tournant, on 
enroule les deux cordes en sens contraires; l'appareil est 
alors en équilibre, et oïl détermine par tâtonnements l'excès 
de poids qu'il est nécessaire? d'appliquer à l'une des poulies 
pour donner à l'appareil un mouvement uniforme avec une 
vitesse égale à celle de !a première expérience. Cet excès 
de poids est alors équilibré par les résistances extérieures. 
On peut donc calculer quel était le travail absorbé dans ces 
expériences. 
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Quant à la chaleur créée, elle se compose de celle qui a 
produit réchauffement du calorimètre et qu'il est facile de cal- 
culer par l'élévuiinii de température cl de la chaleur enlevée 
par le milieu extérieur; celle dernière est Ircs-niilile el on peut 
l'évaluer approximativement. On .1 ainsi toutes les données né- 
cessaires pour di 1 ici miner t'équivalent mécanique de la chaleur. 

Dans le cas actuel, il \ a dégagement ou riéalion de chaleur, 
(t est négatif. Si l'on pose 0 = — 0', l'équation (4) devient 

Gext. = AU + EQ'. 

Dans les expériences de M. Joule, les corps frouanls suni 
des liquides ou des solides très-durs qui n'éprouvent pas 
d'usure apprériable pendant l'opération; le poids du liquide 
renfermé dans le calorimètre «si assez grand pour que l'élé- 
vation de température soit très-faible, et enfin la présence des 
palettes fixes empêche le liquide d'avoir une force vive sen- 
sible à la lin de l'expérience. Il en résulte que la variation 
d'énergie AU des corps fiotunls est négligeable par rapport à 
la quantité de chaleur dégagée par le frottement cl absorbée 
par le calorimètre. On peut donc écrire, avec une approxima- 
tion suffisante, 

Bext. = EQ'. 

Le travail extérieur est évalué en kilogrammctrcs ; la quan- 
tité de chaleur dégagée (V est mesurée en calories ; le rapport 
est l'équivalent cherché E. 

Dans d'autres expériences, M. Joule s'est servi d'un calo- 
rimètre en fer de même forme que le précédent et renfer- 
mant du mercure. Enfin il a supprimé l'axe à palettes et l'a 
remplacé par un anneau conique de fonte qui frottait sur un 
cime de mémo substance, au sein d'une niasse de mercure. 
Il a ainsi obtenu les résultais suivants : 

Frottement de l'eau sur elle-même et sur le laiton. . 

Frottement du mercure sur lui-même el sur le fer 

Frottement delà fonte sur elle-même dans le mercure 



■ 4*4.9 

I 4*5 
' 14*6,3 
l 4=6, 7 
* 4*5,6 
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L'accord de eus résultais est extrêmement remarquable: la 
moyenne est environ 4^5. C'est la valeur généralement adop- 
tée pour l'équivalent mécanique de la chaleur. 

37. M. Hirn a suivi une marche inverse. Il a cherché à 
mesurer le travail accompli par la consommation d'une cer- 
taine quantité de chaleur dans une machine à vapeur il con- 
densation. Dans ce cas, le foyer fournit à la vapeur une 
certaine quantité de chaleur Q, que l'on peut calculer d'après 
les expériences île M . Ilcgnaull, en connaissant la température 
de la vapeur à son entrée dans le cylindre. Une portion Q, de 
cette chaleur est absorbée par l'eau froide du condenseur ou 
se dissipe dans le milieu ambiant; la différence 0. — Q. «Je 
ces deux quantités de chaleur est transformée en travail. 
Les seules forces extérieures dont il y ail à tenir compte soin 
ici des pressions normales (n°29). M. Hirn évalue le travail 
extérieur S accompli par la machine en déterminant, à des 
intervalles très-rapprochés, à l'aide d'un indicateur de Wall, 
la force élastique de la vapeur dans le corps de pompe. Ces 
deux éléments suffisent pour calculer la valeur de l'équiva- 
lent mécanique. En effet, le mouvement de la machine étant 
périodique, après un nombre entier de périodes, la variation 
d'énergie intérieure AU est nulle, et l'on a la relation 

S = EQ = E(Q,-Q,), 

entre le travail extérieur et la chaleur consommée (n° 35}. 

Toutefois, celte méthode ne comporte pas le même degré 
de précision que celle de M. Joule, parce que le travail e\ié- 

Qj — Qi que l'on introduit dans le calcul est très-petite par 
rapport à celles qu'il faut mesurer; il y a en outre un grand 
nombre de causes d'erreur dont on ne peut pas tenir compte 
exactement. Les nombres obtenus par M. Hirn varient de 'ivn 
à (loo, la moyenne est 4 15 : ces résultats sont donc peu con- 
cordants; mais si l'on remarque que les expériences ont été 
faites dans des concilions très-diverses, avec des causes d'er- 
reur variables d'une expérience à l'autre, avec des machines 
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île systèmes et de puissances ir es-différents, 01 si l'on songe 
aux difficultés île rerlicirhes semblables. t>i i devra considérer 
ces expériences de M. Ilirn comme une confirmation remar- 
quable de celles de M. Joule. 

COfJBftQlENCKS I)L l l< I '11 E U PlIîfCIPE. 

38. Considérons un corps homogène, sans mouvement sen- 
sible, et soumis sur toute sa surrare à une pression uniforme; 
l'état du corps est caractérisé par trois grandeurs, la tempéra- 
ture (, le volume spécifique v cl la pression p. Mais nous 
avons vu {n° 33) qu'il existe une relation 

(!) 9 {t. V ,p) = o 

entre ces Irois quantités; deux quelconques d'entre elles suf- 
fisent donc pour définir l'état du corps; pour le moment, nous 
définirons l'étal du corps à l'aide des deux variables indépen- 
dantes v el p. 

Une représentation géométrique aidera beaucoup à suivre 
les raisonnements. Traçons dans un plan deux axes rectangu- 
laires Ov et Op [fig- 4 ) et marquons le point M du plan dont 



l'abscisse OM' est égale a c el l'ordonnée MM' à p : la position 
du point M dans le plan représentera l'état du rorps. Si le 
corps passe de l'étal A à l'état B, [a suite des transformations 
sera figurée par une ligne AMI). 

L'aire plane ABIt'A' représente le travail extérieur S accom- 
pli par le corps; en effet, le corps n'ayant pas de mouvement 
sensible el étant soumis à une pression uniforme, nous avons 
\u (n°30) que le travail extérieur qui correspond à une Lrans- 
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formation infiniment petite MN est exprimé par la formule 
rfS = pdv; il est égal à l'aire du petit rcciangle MNN'M'; par 
suite, le travail extérieur accompli par le corps en passant de 
l'état A à l'état B est représenté par l'aire ABU' A'. Ce travail 
dépend non-seulemem des élats extrêmes A ei B, mais en- 
core de la suite des élats intermédiaires, c'est-à-dire de la ma- 
nière dont la transformation a eu lieu, ou de la forme de la 
courbe. 

Concevons que le corps parte d'un état initial déterminé A 
pour arriver à un état quelconque M, défini par les valeurs v 
el p des variables. Le travail extérieur S, dépendant de la suite 
des transformations, ne peut pas être considéré comme une 
fonction des deux variables v el p. Au contraire, il est évident 
que l'énergie intérieure l) du corps dépend uniquement de 
son étal actuel; c'est une fonction parfaitement déterminée 
de c et de p; la variation AU = 11 — U„ qu'elle éprouve en 
passant de l'état initial A à un état quelconque M est aussi une 
fonction de v et de p. 

D'après l'équation fondamentale (n° 35) 
Q = A(AU-t-5), 
la quantité dcclialcurQ étant la somme de deux quantités, 
dont l'une AAU esi indépendante de la suite des transforma- 
tions et dont l'autre en dépend, en dépend également; re 
n'est donc pas une fonction de v el p. 

Si l'on applique l'équation précédente à une transformation 
infiniment petite, el si l'on remplace d% par pdv, on obient la 
relation 

[a] dQ = K{dU + pd V ). 

D'après ce que nous venons de dire, rf U est la différentielle 
totale d'une fonction de deux variables indépendantes, mais 
il n'en est pas de même de dQ. Cette relation (a), expression 
du premier principe fondamental duns li s conditions où nous 
supposons le corps, est celle dont nous nous servirons le plus 
souvent dans la suite. 

39. Nous avons choisi dans ce qui précède les deux va- 
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riables indépendantes c et y» pour définir l'état du corps. U est 
une fonction de ces deux variables; nous la représenterons 
par U,,,, Indiquant les variables indépendantes par des indices, 
afin d'éviter toute confusion. Si l'un remplace dV par sa va- 
leur 

ïu„ , ïil, , 

,!V — -jf < lv + -jf d P> 
l'équation (n) devient 

et si l'on pose, pour abréger. 



X et Y étant deux fondions de v et p, elle se réduit à la loriue 
simple 

[a,) dQ=Xtt» + Yàp. 

Il existe une relation entre les deux fonctions Xet Y. Un a. 
en effet, 

ip ivîp 

ÏY 5UJ 

d'où l'on déduit 

I.) — — — — A 

Celle relation montre bieni]iie le second membre de l'équa- 
tion (o,) n'est pas une différentielle exacte, ear il faudrait pour 

. sx aï 

cela que I on eut — — i et par suite A = o. 

10. Prenons maintenant / et v pour variables indépen- 
dantes. U est une fonction de f et v, \i est aussi une fonction 
des mêmes variables d'après la relation t?[t,v, p) = o. On a 
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et l'équation fn) devient 



Si l'on pose 




c et / étant deux fonctions de i cl e, celle équation se réduit 
à ta forme 



Les deux fonctions c cl / oui une signification physique 
qu'il importe de remarquer; c est la chaleur spi'cijîyun tht 
corptà volume constant, et I lu chaleur laienle de dilatation. 
Eu effet, si le volume est constant, de — a, et l'équation se 



Or, si l'on communique au corps une quantité de chaleur 
AQ, le volume ivstaut (.■oiiilanl, lu température s'élè\e de A/; 



elle est égale à c. Au contraire, si la température reste con- 
stante, l'équation se réduit à 



/ est la limite du rapport de la quantité de chaleur reçue 

par le corps à l'accroisscmenl de volume correspondant; c'est 
la chaleur latente de dilatation. Lorsque le corps se contracte 
par la chaleur, Ac est négatif, ainsi que /. 
Il existe aussi une relation entre les deux fonctions c et /. 



(«.) 



dQ = cdt + tdv. 



,IQ = cdt. 




</Q = ldv; 



et, par suite, 

(a.) 



-, = * ^rr; -t 



3/ _ic _ ip 



11. Prenons enfin f et p comme variables indépendantes; 
U el v doivent èlre considérées comme des fonctions de t ei 
de p. On a alors 

dU = ^fdt+-^dp, 

et si l'on pose 



. /au,, sc\ 



C el /t étant deux fonctions de r el />, l'équation ( a ) se met 
sous une troisième forme 

(a,) rfQ = Ctf(-M<i/>. 

La fonction C est la chaleur spécifique sous pression con- 
stante; car c'est la limite du rapport ~* quand la pression ne 
change pas. 



Il existe aussi une relation entre C et h, e 



î/t \if3/> P >tAp i>//' 
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et, par suite, 

|a ' 1 Tt ïf~ A Ti 

Les trois formes (a,), (a,), (<?,)■ sons lesquelles nous avons 
mis l'équation fondamentale (a), correspondent aux trois 
couples de variables indépendantes v et p, I et c, / et /). Les 
trois relations {a,), (a,), qui s'en déduisent, ont été trou- 
vées par M. Clausius. 

FONCTION D'INTEGRALITE. 

42. Nous avons vu (]i"39) que, si l'on prend i' et p pour 
variables indépendantes, l'équation fomliimcniiilc se met sous 
la forme 

(a,) dQ^X.dv + Yelp. 

Nous savons que le second membre n'est pas la différen- 
tielle exacte d'une fonction de v et de p; mais on démontre 
en mathématiques qu'une «pression de cette forme, multi- 
pliée par une certaine fonction, peut être rendue différentielle 
exacte ; je rappelle en quelques mots la démonstration de cette 
proposition. Considérons réqmiiion différentielle 

X dv + Ydp — a ; 
les deux variables i' et p sont ici fonctions l'une de l'antre, et 
cette équation a une intégrale générale. Supposons-la trouvée 
et mise sous la forme 

FK/>) =f, 
L u étant une constante arbitraire. On en déduit 



F r dv-hV f dp = 




Celte valeur de ^ devant être égale à celle que fournit l'équa- 
tion différentielle, on a 
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Celte équation doit ùire vérilléi? identiquement, c'esi-ô-dire 
quelles que soient les valeurs de p et de c; on a donc 

X _ Y 

'i. étant une certaine fonction de c et de p. On en déduit 



lion («,), celle équation é 
dQ_ 



). les deux membres de l'équa- 



-y=f',dv + r t dp. 

Le second membre csl alors la différentielle exacte de la 
fonction F(v, /i); désignons cette fonction par a, il vient alors 

r,. 

). et /a sont deux nouvelles fonctions des variables indépen- 
dantes v ei p. Le raisonnement que nous venons de faire peut 
évidemment être répété quelles que soient les variables choi- 
sies; il esl indépendant du clioix de ces variables. 

Ainsi : // existe une fonction ). des deux cartables indépen- 
dantes telle, que l'expression '^S défient une différentielle 

13. Il existe même une infinité de fonctions qui jouissent 
de celle propriélé. En effet, soil /, l'une d'elles, on aura 



.' = <'> 

si l'on pose 



dQ = 
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f (p) ijlant une fonction arbitraire de p, il vient 

<iq = ?., à? = dp _ 

l l, o(p) ylfi) 1 

le second membre est évidemment la différentielle exacte 
d'une certaine fonction tl (a) qu'on obtiendra en posant 

♦<»-/&• 

Ainsi : Quand on connaît une fonction ). (/ci variables indé- 
pendantes qui rend t'expres%ion ^y- différentielle exacte, on 
obtient une nouvelle fonction qui jouit de la même propriété 
en multipliant lit première par une fonction iirbitmirn (le u. 



H. Un gaz parfait serait un gaz satisfaisant d'une manière 
rigoureuse aux lois expérimentales qui ne sont applicables 
aux gaz réels que d'une manière approchée. On ne connaît 
pas de gaz jouissant absolument de ces propriétés, mais les 
conséquences auxquelles on arrive en supposant les gaz par- 
faits, sont sensiblement vraies pour les gaz réels. 

Pbemièbkloi EXFÊaMEHTAU. lois de Mariolle et de Gny-Lussac. 
— Ces deux lois, comme nous l'avons vu ( n" lli), sont renfer- 
mées dans l'équation suivante 

(3) pv= ap ,v.{a + l). 

Cette équation suppose que la température est mesurée par 
le thermomètre a air. I.es constantes a et p, sont les mêmes 
pour tous les gaz; v, est une constante particulière à chaque 
gaz, c'est le volume spécifique du gaz à la température zéro 
cl sous la pression p.. En réalité la constante a n'est pas abso- 
lument la même pour tous les gaz; mais les différences sont 
faibles, elles indiquent l'existence d'une loi générale et de 
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perturbations secondaires. Ainsi, les valeurs de a = - sont 



Pour l'air . ■ 273,20 

Pour l'hydrogène 273,13 

Pour l'acide carbonique. 273,81 



io. D bohème loi expérimentale. Loi de Joule. — De ses 
cvpérionccs sur lu détente des gaz, M. Joule a conclu que 
l'énergie intérieure d'un gaz dépend uniquement île su tem- 
pérature et non île son volume. En admettant celle loi nous 
pourrons poser 



Il résulle de celle hypothèse plusieurs conséquences im- 
porta ni es. 

Première conséquence. — En se reportant à la valeur gé- 
nérale de la chaleur spécifique à volume constant ( n" 40), ou 
obtient dans le cas actuel 



Le second membre est une fonction de la température seule. 
Ainsi : La chaleur spécifique d'un gaz à volume constant dé- 
pend uniquement de lu température de ce gaz. 

Deuxième conséquence. — On a de même, pour la chaleur 
spécifique sous pression constante ( n" il). 



Pour les gaz, nous connaissons la relation (3) qui existe 
entre le volume, la température et la pression; on en déduit 



Cl, par suite, 



La chaleur spécifique d'un gaz sous pression constante est 
aussi une fonction de fa température seule du gaz. 



u =/('). 




(9) 
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4-6. Troisième conséquence. — En retranchant c de C ou 
obtient la relation 

(...) C-e=»À«p.*. 

Ainsi : L'excès de la chaleur spécifique sons pression con- 
stante sur la chaleur spécifique à volume constant est un 
nombre constant pour chaque gaz. 

On en déduit encore 

(••) tzf-A.jk 

Celte équation signifie que la différence des chaleurs spéci- 
fiques rapportées il l'unité Je volume est une même constante 
pour tons les gaz. 

On peut aussi se servir de celte formule pour déterminer 
l'équivalent mécanique de la chaleur. On a, en effel, 



La chaleur spécifique C. sous pression constante est déter- 
minée directement par l'expérience; la chaleur spécifique c à 
volume constant est donnée indirectement par la vitesse du 
son dans les gaz. Le second membre est donc connu entière- 

C'cst de cette manière que le docteur Maver a donné la 

de la chaleur. En appliquant ii ilifïércnis itaz les nombres qui 
proviennent îles expériences les plus précises, on obtient les 
résultats suivants : 

Avec l'air E~4i6,o 

Avec l'oxygène.. E — ^-i5,j 

Avec l'azole E = <(3i,3 

Avec l'hydrogène. E — 4^5,3 

Aujourd'hui, on se sert plutôt de l'équation précédente pour 
calculer la valeur de c. 
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4-7. Quatrième conséquence. — Puisque^ — o, l'expres- 
sion de la dm leur latente île dilatation / des gaz [n° 40) de- 

(■3) l=\p. 

La chaleur latente <le dilatation est proportionnelle à la 
pression. 

Enfin on a encore (n° 41) 

D'ailleurs, l'équalion 
donne 

•v ~ !>■ ~~y 

il en résulte la relation très-simple 
(.4) h = -Kv. 

48. Cinquième conséquence. — On petit, dans le cas des 
gast parfaits, déterminer aisément ta (onction d'intcgrahililé ).. 
Si l'on prend 1 et c pour variables indépendantes, on a 
dQ=cdt+lde, 
ou, en remplaçant / par sa valeur A/>, 

dQ — cdt + Ap th: 
Remplaçons p par sa valeur lirce de l'équation ( 3 ). il vient 
dQ = edl+Aap,v,[aA-t) — . 

d'où 



dQ 



Le second memhre est évidemment une différentielle exacte, 
car c est une fonction de f seulement ( n° 45), et les variables 
soûl séparées; c'est la différentielle d'une certaine fonction u. 



de / et v, et l'on peut écrire 

a + t r 
Ainsi l'une des valeurs de la fonction ) est 

(,5) 

Si l'on prend / et p pour variables indépendantes, on a 
dQ=Cdt + hdp, 
ou, d'après l'équation (i4), 

dQ = Cdt-kvdp. 
Remplaçons v par sa valeur tirée de l'équation (3), il vient 
rfQ = Crfi— A.ap.v.(a-hl)ty, 

JQ_ = c kap , v .<!E, 

Puisque C est une fonction de ( seulement (n"45), le second 
membre est encore la différentielle e\acte d'une certaine fonc- 
tion u de f et p. On retrouve pour X la même valeur « + / 
que précédemment, et on arriverait encore au même résultai 
en prenant p et v pour variables indépendantes. 

Ainsi, pour les ™az parfaits, il y a une valeur île la fonction 
ï qui dépend de. la température seulement, 

49. Troisième loi expérimentale!. — Nous avons déduit de 
la loi de Joule que la chaleur spécifique sous pression con- 
stante C dépend uniquement de la température; l'expérience 
indique que celte, chaleur spécifique l] est indépendante de. la 
température elle-même et que c'est une constante pour chaque 
gai. Admettons aussi cette loi. Puisque la différence C — e est 
une constante pour chaque gaz, romme nous l'avons vu (n°4C), 
il résulte de la loi précédente que la chaleur spécifique à vo- 
lume constant c est aussi une constante pour chaque gaz. 

50. Ceci va nous permettre de déterminer la forme de la 
fonction u. F.n prenant i et i» pour variables indépendantes, 

4 
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nous avons [rouît! 

Comme c et C som ici des constantes, l'intégrale générale du 
second membre esl 

ft = logB[« + ïj- ifi—, 
ou, en remplaçai)! a + I par sa valeur lirce de l'équation ( 3), 

Comme la constante B esl arbitraire, faisons j — - — j- t = ", il 

(.6) f* = log P '^. 

Si l'on prend i et f> pour variables indépendantes, on a 

L'intégrale générale du second membre esl 

ou, en choisissant convenablement la consianle B', 
fi = lugje<*. 

On arriverait encore au même résultat en prenant v et /> 
comme variables indépendantes. On a donc pour les gaz par- 
faits 

(>,) ^ 7 = rflog^ ( ^. 

Si un gaz subit des transformations quel cumules sans ab- 
sorber ni dégager de chaleur à aucune phase de la transforma- 
lion, le premier membre 'étant constamment nul, il en est de 
même du second, el le produit p'v c reste constant; c'est la 
toi de Poiaon. 

51. Cherchonscncore l'énergie intérieure d'un gaz. On a(n°45) 
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Comme c est une constante, on en déduit 

U = U,H-Ec{/-/.), 

U, étant la valeur de U à la température /.. Ainsi la varia- 
lion de l'énergie intérieure U d'un gaz est proportionnelle à 
la variation de la température comptée sur te thermomètre 
d air. Par suite, l'énergie intérieure pourra servir à mesurer la 
tempérai ure. 

32. QiuTMfeMB loi eïp 6 ri u eut a us. — L'expérience apprend 
encore que le rapport -, c'est-à-dire la chaleur spécifique d'un 
gaz sous pression constante, ramenée à l'unité de volume, est 
une même constante pour tous les gaz. 

Mais nous avons vu déjà (n° 40) que le rapport J ~ c a une 
môme valeur pour tous les gaz; il en résulte que le rapport 
-i c'est-à-dire la chaleur spécifique à volume constant, ra- 
menée à l'unité de volume, est aussi une même constante 
pour tous les gaz. 

On détermine directement par l'expérience C et v, fie poids 
spécifique du gaz est - J ; il est aisé de vérifier que le rapport 
- est constant; la formule (io) permet de calculer ensuite la 

chaleur spécifique c à volume constant. On obtient ainsi pour 
l'hydrogène et l'air atmosphérique les nombres suivants : 
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53. Pour calculer touies les quantités qui interviennent dans 
les transformations des gaz, nous avons admis: 1° l'équation (3) 
qui renferme la loi de Marioiie et celle de Gay-Lussac (n° 44); 
2" la loi (le Joule (n° 45]; 3° que la chaleur spécifique d'un 
gaz sous pression constante est indépendante de la température 
(n° 49); 4° enfin, que la chaleur spécifique sous pression 
constante rapportée à l'unité de volume est une même con- 
stante pour tous les gaz ( n° 52 ). 

Les deux dernières lois ont élé vérifiées par les e\ pi' rie ne es 
de M. Regnaull. Les lois de Mariotle et de lia.v-Lussac ont élé 
établies depuis longtemps, et M. Itegnanlt a déterminé d'une 
manière irès-precise l'approximation avec laquelle on peut 
appliquer ces deux lois aux gaz les plus importants, tels que 
l'air, l'azote, l'hydrogène, l'acide carbonique. 

54. Quant à la deuxième loi que l'énergie, intérieure d'un 
gaz dépend de la température seule, elle résulte de certaines 
conceptions théoriques sur la constilution des gaz, dont nous 
parlerons plus lard ; mais il est bon de dire quelques mots des 
vérifications expérimentales qui en onl élé faites. 

Gay-Lussac avait déjà mgnlré que si l'on mel en communica- 
tion un ballon plein de gaz avec un autre ballon vide de même 
capacité, il se produit dans le premier un abaissement de tempé- 
rature cl dans le second une élévation de température égale; 
mais les différences de pression étaient trop faibles pour que les 
variations de température pussent être évaluées avec précision. 

M. Joule a repris celle expérience en choisissant des condi- 
tions plus avantage uses. Dans une de ses expériences, M. Joule 
emploie deux récipienis métalliques égaux, réunis à la partie 
inférieure par un lube à robinet cl plongés dans un même ca- 
lorimètre à eau. L'un des vases A contenait îan grammes d'air 
sec à la pression de aa atmosphères, l'autre vase B est vide, 
ou du moins renfermait de l'air à une pression de un millième 
d'à i m us p hère. Quand ou ouvre le robinet, le gaz se répartit 
également dans les deux récipients, le volume est doublé, la 
pression devient moitié moindre et le calorimètre n'accuse 
aucune variation de température. 
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L'air contenu dans le vase A avant le mélange esi à une tem- 
pérature f et il possède une certaine énergie intérieure. Le 
vase B étant vide, le gaz double de volume, sans effectuer au- 
cun travail extérieur; d'ailleurs le calorimètre D'indiquant 
aucune variation de température, la imri-.fi>rrnaliim s'est opérée 
sans absorption ni dégagement de chaleur. Si dans l'équation 
générale 

(5) EQ = iU + S, 

on fait S = o el Q = o, il vient AU = o. Ainsi, l'énergie inté- 
rieure du gaz est restée constante pendant la transformation; 
elle est donc indépendante du volume el fonction de la tem- 
pérature seule. 

Dans une autre expérience, M. Joule a séparé les deux vases 
et les a placés dans deux calorimètres différents, en avant soin 
d'entourer d'un manchon le tube de communication, alin d'é- 
viter autant que possible les pertes de chaleur qui pourraient 
avoir lieu par ce tube. L'un des vases A renferme encore un 
gaz à la pression de 22 atmosphères, l'autre B étant vide à 
peu près. Quand on établit la communication, le calorimètre 
qui renfermait le gaz comprimé se refroidit, l'autre s'échauffe, 
mais il y a compensation exacte entre la chaleur absorbée 
d'un coté et la chaleur dégagée de l'autre. Le gaz comprimé 
prend pendant la détente une vitesse très-sensible qui donne 
lieu à une disparition d'énergie calorifique transformée en 
énergie sensible. Quand le gaz arrive dans le vase B, son 
mouvement de translation se transforme en mouvement vi- 
bratoire par les chocs contre les parois, l'énergie sensible dis- 
paraît et reproduit de l'énergie calorifique. Mais nous aurons 
l'occasion plus tard d'étudier ce phénomène. 

Cette dernière expérience de M. Joule a été vérifiée par 
M. Regnault dans des circonstances très-variées. 



54 



PHEM1ËBE PiSTIB. - dlAClTRE II. 



CHAPITRE H. 

THÉORÈME DE CARNOT. 

Tnmulbrmilien-. Mtfenfblo», — Ligni» de iTHuformuilon. - Cjele de Curnol- 
— Loi ci périma n tulo .If CJauiiui. — Théorème .le Canut . — Délorminaliun 
do la fonction d'inlerjrobilil,.; température obsoluo. - Ëqualiai» de. William 
Thurmun. — Équation de Knukine. — Remarques ai» le théorème de Carnot, 



55. Dans l'étude des transformations d'un corps homogène, 
sans mouvement sensible et soumis à une pression uniforme, 
nous ne nous sommes servi jusqu'à présent que du principe 
de l'équivalence, qui n'est qu'une conséquence de l'hypothèse 
fondamentale sur la nniure de la chaleur cl du théorème des 
forces vives. Nous en avons déduit (35) pour une transfor- 
mation quelconque AB l'équation 
[i) EQ = AU + S. 

Nous avons vu aussi (n" S2) qu'on a pour une transformation 
Infiniment petite MN l'équation 

I*] T = ë P- 

. dans laquelle \ et a sont des fondions des variables indépen- 
dantes. 



Quand le corps passe de l'état A à l'étal B, que nous carac- 
tériserons par les indices i et a. la quantité de chaleur qu'il a 
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absorbée ou dégagée csi, d'après l'équation (a), 

Comme nous l'avons remarqué au n° 38, celle intégrale ne 
dépend pas seulement de l'état initial et de l'étal final du corps, 
mais aussi de la suite des transformations, ou de la courbe 
suivie pour aller de A en (t. 
On a aussi 

J, x=- u - 

Le second membre de celle équation ne dépend que de 
l'état initial ei de l'étal final, et nullement de la suite des 
transformai ions ou du chemin suivi AMB; le premier membre 
esl donc aussi in dépendu m rie ta suite ries transformations. 

En particulier, si le corps revient à son état primitif, 
puisque Ui=U|, on a 

Nous allons maintenant établir le second principe fonda- 
mental de la thermodynamique; nous commencerons par quel- 
ques considérations préliminaires. 

TRADSFOaXATIOKI REVERSIBLES. 

50. Quand un corps éprouve des transformations quel- 
conques, accompagnées de phénomènes caloriliqires, il arrive 
quelquefois que les changements inverses peuvent avoir lieu 
précisément dans les mêmes circonstances; on dil alors que 
la transformation est réversible. Au contraire, la transformation 
esl dite non réversible, si les circonstances sont telles qu'en 
les reproduisant dans l'ordre inverse on ne puisse pas faire 

Imaginons, par exemple, qu'un corps extérieur indéfini K, 
parfaitement conducteur, soit constamment en communication 
avec le corps dont nous suivons les transformations, cl lui 
fournisse ou lui enlève de la chaleur de façon que les deux 
corps soient toujours à la même température; la transforma- 
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lion sera évidemment réversible. Si le corps a été de l'clai \ 
à l'état B en suivant un certain chemin AMB, il pourra revenir 
de l'étal B à l'état A par le même chemin BMA en sens in- 
verse. S'il absorbait dans une phase MN de la transformation 
directe une certaine quantité de chaleur, il en dégagera une 
quantité égale dans la phase correspondante KM de la trans- 
formation inverse. Si le travail extérieur MNiN'M' était positif 
dans le premier ras, il sera négatif dans le second cas, et le 
même en valeur absolue. 

Pour que la transformation soit réversible, il est nécessaire 
que le corps extérieur fi soit toujours à la même température 
que le corps dont on suit les transformations ; car si le corps 
extérieur K était à une température plus élevée que l'autre, 
il pourrait bien lui céder la chaleur nécessaire pnur accomplir 
la phase MN de la transformation directe, mais il ne pourrait 
pas recevoir la chaleur que le corps doit dégager dans la phase 

Il csl une seconde condition à remplir pour qu'une trans- 
formation soit réversible. Nous avons appelé p la pression qui 
correspond au volume spécifique v et à la température t dans 
l'état d'équilibre. Pour que la transformation soil réversible, 
il est nécessaire que la pression extérieure, que nous désigne- 
rons par p', soit constamment égale à p. Si la pression exté- 
rieure p' était moindre que p, le corps pourrait bien se dilater ; 
mais la transformation inverse serait impossible. Au contraire, 
si la pression extérieure //était plus grande que p, le corps 
pourrait se contracter, niais la transformation inverse sérail 

Dans ce qui suivra, nous supposerons toujours ces deux 
conditions remplies, c'est-à-dire les transformations re ver- 
un LlliNSS DE TRASSFOIUUTION. 

57. Parmi les diverses lignes de. transformation, il en est 
quelques-unes dont nous ferons fréquemment usage et qu'il 
esl bon de distinguer par des noms particuliers. 

i" Du corps peut éprouver une suite de transformations sans 
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absorber ni dégager de chaleur à aucun moment; la ligne qui 
représente cette suile de transformations a été appelée ligne 
de nulle transmission par Verdet, cl ligne «diabolique par 
M. Rankine. 

2° Si le corps reçoit un perd de la chaleur, de niiiiiiére que 
sa température reste cuuslaiile, la ligne ijui représente la suite 
des transformations est dite ligne isotherme. 

3° Enfin on appelle ligne d'égale énergie une ligne de trans- 
formation telle que le corps conserve consumaient la même 
énergie intérieuro. 

Quand ou connaît la lui de transformation d'un corps, on 
peut obtenir facilement les équations de ces différentes lignes. 
Prenons p et v comme variables indépendants; toutes les au- 
tres grandeurs qui dépendent de l'état du corps sont des fonc- 
tions de ces deux variables, et l'on a 

t = f[»,pU 
V = V[o, p) , 

Si l'on regarde f comme une constante dans la première 
équation, celle équation représentera une ligne isotherme; 
c'est donc l'équation générale des lignes isothermes, l'e mémo, 
la seconde, dans laquelle on regarde U comme une constante, 
est l'équation générale ries lignes d'égale énergie, et la troi- 
sième, dans laquelle on regarde ti comme une constante, est 
l'équation générale des lignes adiabatiques. 

58. Supposons, par exemple, qu'un corps passe de l'étal 
F%. 6. 




À(v,, p,) à l'étal B{v,,p,) en suivant la ligne de transforma- 
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tion AB. Menons par le point A la ligne d'égale énergie U, el 
parle poiin H la ligne adiabatique p,; ces deux lignes se cou- 
pent au poinl C. L'équation fondamentale 

(i) EQ=;iU + S 

devient ici 

EQ u, — U, + S. 
Le travail extérieur S accompli par le corps est représenté 
par l'aire du trapèze curviligne ABU' A'. Je dis que la variation 
d'énergie intérieure U, — U, est représentée par l'aire du tra- 
pèze BCC'B'. Supposons, en effet, que le corps aille de l'étal B 
à l'état C en suivant la ligne adiabalique jj,; comme la chaleur 
gagnée par le corps est nulle, et que l'énergie intérieure est la 
même au poinl C qu'au point A, on aura, en appelant ï le 
travail extérieur accompli par celle transformation, 
l!,-U, + S' = o, 
l!,-U, = S'. 

L'énergie intérieure diminue el se transforme en travail, el 
ce travail S' est représenté par l'aire du trapèze curviligne 
BCC'B'. La quantité de chaleur Q communiquée au corps pen- 
dant la transformation AB est ligurée en unités mécaniques 
par la somme des deux aires ABB'A' + BCC B'. 

59. Ces différentes lignes sont faciles à déterminer lorsque 
le corps est un gaz parfait. 

On voit d'abord qu'elles se réduisent à deux espèces seule- 
ment; car l'énergie d'un gaz sans mouvement sensihle (n°i5) 
ne dépendant que de la tempéra turc, dans toute transforma- 
tion où la température restera constante, l'énergie intérieure 
restera aussi constante; pour un gaz parfait, les lignes iso- 
thermes el les lignes d'égale énergie sont donc identiques. 

Chaque ligne isotherme est une hyperbole équilatère don- 
née par l'équation 

pv = atp,v.(a-t-t), 
dans laquelle on considère t comme une constante. 
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Nous avons trouvé ( n" M) 

u = log^f. 

En considérant p comme une constante, l'équation des lignes 
adiabotiques sera donc 

Ce sont aussi des courbes de forme nvperholiquc, asymp- 
totes aux deux axes des coordonnées ov et op ; la constante C 
étant plus grande que c, l'ordonnée p décroît plus rapidement 
que celle (le l'hyperbole équilalére, quand v augmente. 

CYCLE UE CA1XOT. 

60. On appelle cycle une suite de transformations telles que 
le corps revienne à son étal primitif. Parmi tous les cycles 
imaginables, il en est un qui joue un rôle important dans cette 
théorie; il est Tonné de deux lignes isothermes et de deux 
lignes adiabatiques : on l'appelle cycle de Girnoi. 

Considérons deux lignes isothermes DC et AB, correspon- 
dant, la première à la température ( ( , la seconde à une tem- 
pérature plus élevée /„ et deux lignes adiabatiques AD et BC 
correspondant aux valeurs p., et p,. Si le corps pan de l'é- 
tal A et y revient après avoir éprouvé les transformations 
Fin. 7. 



-4 1 il l r 

successives AB, BC, CD, DA, il aura suivi un cycle de Carnot. 
Pour que celle transformation soit possible, il faut concevoir 
deut corps étrangers indéfinis parfaitement conducteurs, 
l'un K,à la température /„ l'autre K, à la température l„ avec 
lesquels le corps considéré sera mis alternativement en coin- 
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munication. Supposons le cycle parcouru dans le sens ABCDA, 
que nous appellerons direct. 

lure constante />; il reçoit du corps extérieur K, une certaine 
quantité de chaleur Q,; cette chaleur produit une variation 
d'énergie intérieure et un travail extérieur positif figuré par 
l'aire du trapèze AHB'A'. 

a" Tendant la transformation BC suivant une ligne adiaba- 
tique, le corps n'a aucune communication calorifique avec 
l'extérieur, il ne reçoit ni ne perd de la chaleur, l'énergie in- 
térieure diminue et se transforme en un travail extérieur po- 
sitif BCC'B'. 

Kii allant de l'élut A à l'état C le corps a donc effectué un 
travail extérieur figuré par l'aire AltCC'A'. 

3" Pendant la transformation Cl) à la température con- 
stante /,, le travail extérieur est négatif. La pression extérieure 
fournit au corps une certaine quantité de travail CDD'C; ce 
travail produit une variation d'énergie intérieure, et le déga- 
gement d'une certaine quantité de chaleur Q,, qui se porte sur 
le corps extérieur K, en contact avec le corps considéré, et à 
la même température que lui. 

4" Enfin le long de la ligue adiahatique 1)A, toute commu- 
nication de chaleur est de nouveau supprimée; le travail exté- 
rieur reçu DAA'D' augmente l'énergie intérieure du corps et 
ramène le corps à l'étal primitif A. 

Le corps, dont nous avons considéré les Iransftu mations, est 
une véritable machine fonctionnant suivant le cycle de Car- 
noi. Elle est alternativement en communication avec le corps 
extérieur K,, auquel elle enlève une certaine quantité de cha- 
leur Q-à la température constante (,, el avec le corps extérieur 
K,, auquel elle cède une quantité de chaleur Q, à la tempéra- 

Après chaque cycle, l'énergie intérieure 11 reprenant sa va- 
leur primitive, on a i U = o et l'équation fondameniale 
(i) EQ^AU + S 

se réduit à 

EQ = S. 



Digitizcd t>y Google 



TntORfexE de (■.•unir. 6l 
La quantité de chaleur Q = Q,— Q, gagnée par la machine 
esi changée en une quantité équivalente S Je travail extérieur: 
cette quantité de travail S est la différence entre le travail 
ABCC'A' produit parla machine ei le travail reçu CDAA'C; elle 
est figurée par l'aire du cycle ABCD. 

Cl. Il est clair qu'une pareille machine est réversible. Sup- 
posons qu'elle fonctionne en sens inverse en partant de 
l'élu l D. 

Suivant la ligne isotherme DC.la machine prend au corps ex- 
térieur K, une quantité de chaleur qui est précisément égale 
à Qi , elle éprouve une variation d'énergie intérieure et pro- 
duit un travail extérieur figuré par Taire DCC'D'. Suivant la 
ligne adiabalique CB, elle reçoit un travail extérieur CBB'C 
qui produit un accroissement d'énergie intérieure. Suivant la 
ligne isotherme HA, la machine éprouve une variation d'éner- 
gie intérieure, reçoit un travail extérieur BAA'B' cl cède au 
corps extérieur K, la quantité de chaleur Qi. Enfin, suivant la 
ligne adiabalique AD, il y a une diminution d'énergie inté- 
rieure qui produit le travail extérieur ADD'A'. 

Dans ce jeu inverse, la machine prend à la source inférieure 
K, une quantité de chaleur Q, et verse sur la source supérieure 
K, une quantité de chaleur plus grande Q,; il y a création 
d'une quantité de chaleur Q,— Q,. En même temps la machine 
a reçu une quantité de travail extérieur CBAA'C plus grande 
que celui ADCC'A' qu'elle a accompli; la différence S esl fi- 
gurée par l'aire du cycle ABCD. Celte quantité S de travail 
absorbée par la machine est transformée en une quantité équi- 
valente de chaleur, et l'un a l'équation 
S = B(Q,-Q.). 

Ainsi, dans le jeu direct, la quantité de chaleur Q,— Q, est 
transformée en une quantité équivalente S de travail extérieur 
accompli par la machine; c'est une machine motrice. Dans le 
jeu inverse, il y a eu au contraire transformation d'une quan- 
tité S de travail extérieur en une quantité équivalente Q,— Q, 
de chaleur; on a alors une machine créant de la chaleur par 
le travail. 
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LOI HXPÊniHENTlLG DE CHUSIDS. 

62. Lorsque deux corps parfaitement conducteurs K, cl K,, 
le premier à une température („ le second à une température 
inférieure I,, sont en communication directe d'une manière 
quelconque, soit par rayonnement, soit par conductibilité, la 
chaleur passe du corps K, au corps K,, cl, si l'on suppose ces 
deux corps infiniment grands de manière que leurs tempéra- 
tures ne changent pas sensiblement, le passage de la chaleur 
a lieu indéfiniment dans le même sens et d'une manière uni- 
forme. Supposons maintenant que ces deux corps conducteurs 
soieul mis en relation, non plus directement, mais par l'inter- 
médiaire d'une machine fonctionnant suivant le cycle de Carnot. 
M. Clausius admet que, quelle que soit la combinaison adop- 
tée, il est impossible de transporter de la chaleur du corps le 
plus froid K, sur le corps le plus chaud Ki sans une dépense 
de travail. 

Cette loi n'est pas absolument évidente, mais on l'admet 
comme une généralisation de la manière dont s'effectue le 
passage de la chaleur entre deux corps mis en communication 
directe l'un avec l'autre. 

TBÊOBtKE DE CAHNOT. 

G3. Ce théorème consiste en ce que, pour tous les rorps fonc- 
tionnant suivant des cycles de Cnrnot entre les mêmes limites 
de température, le rapport de la quantité, de chaleur puisée 
à ta source supérieure à la quantité de chaleur transformée en 
travail est constant. 

Concevons différents corps fonctionnant dans le sens direct 
suivant des cycles de Carnot, formés do lignes adiabaliques 
quelconques et de lignes isothermes correspondant aux 
mêmes températures /, et /, ; ces lignes isothermes ne sont 
pas pour cela identiques, puisque leur forme dépend de la 
naiure des rorps. Si l'on appelle Q„ Qj, Q'„. . . les quantités 
de chaleur que ces différents corps empruntent à la source 
supérieure K,, Q,, Q', , Q',.. . les quantités de chaleur qu'ils 
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cèdent à la source inférieure K„ le théorème de Carnot si- 
gnifie que les rapports 

Q,-V. - o; - y; ; 

sont égaux. 

Nous pouvons nous borner à considérer deux corps ; il s'a- 
git de démontrer que l'on a 

Q> _ q; 0,-0, o, 

Nous allons faire voir que si ces deux rapports n'étaient pas 
égaux, on serait conduit à une conséquence en contradiction 
avec la loi expérimentale de M. Clausius. 

Supposons le premier rapport commensurable et égal au 
rapport de deux nombres entiers m et «, 



(3) 



el admettons que le deuxième rapport ~ diffère du premier, 
soit par exemple plus petit. On aurait 

!<?• 

(4) '«q;-»o.>o. 

Appelons A et B les deux corps considérés, fonctionnant, le 
premier suivant le cycle (A), le second suivant le cycle (B). 
Formons avec, ces deux corps une macliine complexe dans 
laquelle le corps A parcoure n fois le cycle (A) dans le sens di- 
rect, pendant que le second (B) parcoure m fois le cycle (B) 
dans le sens inverse. 

Évaluons d'abord le travail extérieur accompli par la machine 
pendant cette période rie fonctionnement. A chaque cycle, le 
corps A transforme la quantité Q>— Q, de chaleur en travail ; 
pendant toute la période, il a donc effectué le travail 
*E[Q,-Q,). 
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Le corps B produit à chaque cycle, la quantité de chaleur 
Q', — ; il iilisorlm Jour pendant In même période une quan- 
tité de travail égale à 

E ( Q', — Q', ). 

Il en résulte que le, iravail total accompli par la machine 

«E(Q,-Q,)-i«E(Q',-<y,), 

quantité nulle d'après la relation (3). La machine ne dépense 
donc ni ne produit aucun travail extérieur. 

Évaluons maintenant les échanges de chaleur. Le corps A, 
fonctionnant dans le sens direct, enlève à la source supérieure 
K„ pendant la période considérée, la quantité de chaleur nQ, el 
porte sur la source inférieure une quantité de chaleur nQ,. 
Le corps B, fonctionnant en sens inverse, enlève à la source K, 
une quantité de chaleur mQ',, el porte sur la source K, une. 
quantité de Chaleur ntQ\. La source supérieure a donc reçu la 
quantité de chaleur 

/«Q',- n Q,. ' 
el la source inférieure a perdu la quantité 
/»Q',-«Q,. 

Ces deux quantités de chaleur sont égales d'après l'équa- 
tion (3). et elles sont positives d'après la relation (4)- Ainsi 
la machine transporterait une quantité de chaleur m Q\ — nQ, 
de la source inférieure à la source supérieure sans aucune 
dépense de travail, ce qui est contraire ù la loi expérimentale 
de M. Clouai US. 

(In démontrerait de même que le second rapport ne peut 
être plus grand que le premier; ces deux rapports sont donc 
égaux, et l'on a 

Q.-O. Q> M Q. ... Q', 

i û > q; - g, ~ y, ' y, - o, - 0T-1£ ' 

6i, Corollairk. — Iles rapports égaux ^' Q — , 
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on déduit 



Ainsi, pour tous les corps fonrtivtiiutn! siih-mtl des ryclvs de 

Carnot, entre les mêmes limites de température, le rapport |y 

de la quantité de chaleur puisée à la source supérieure à lit 
quantité de chaleur cédée à h source iixférirurc est constant. 

Ce rapport est le même pour tous les corps; il est indé- 
pendant des lignes adiabatiques u, et ;j, qui forment le cycle ; 
il dépend uniquement des températures extrêmes /, et/,. Nous 
□ lions nous servir de cette propriété pour déterminer la l'orme 
des fonctions ). que nous avons considérées déjà cl qui rendent 
l'équation fondamentale inlégrable. 

DftTEMUUTIOH de la FONCTION uni EGR un LITÊ . 

TEMPERATURE ARÈOLUE. 

G5. Supposons qu'une machine fonctionne suivant le cycle 
de Carnot ABCD, formé par deux lignes isothermes /, et /„ 
et deuN lignes adiabatiques infiniment voisines. Il suffira de 
poser = ft, (*,= p-i- dp. Pour toute transformation infini- 
ment peiiie n"_(H), on sait que l'on a 



' dQ = ld?, 
>. étant une fonction des variables indépendantes. 

Appelons)., la valeur de cette fonction au point D cl )., la 
FiG- a. 



valeur de la même fonction au point A. On a donc, pour la 
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transformation [)C, 

et, pour la transforma lion AB, 

Q. = X, rfu. 

La valeur de rffi est ta même pour ces deux transformations 
puisqu'elles ont lieu entre les deux mêmes lignes adiaba tiques 
P et .un- du.. On en déduit 

Um -Q=V 

Mais nous venons de voir que le rapport est indépendant 

de u et du, el le même pour tous les corps; doue le rapport 

y dos valeurs de ï. aux points correspondants A et D de deux 

lignes isothermes f, et /, (nous appelons points correspon- 
dants les points situés sur une même ligne ailuliaiiqoe p ) est 
indépendant de «, el pour loos les corps c'est une même fonc- 
tion de t, el /,. 

lili. Il en résulte que la fonction À est égale à une même 
fonction/!/) de la température pour tous les corps, multipliée 
par une fonction de u particulière el arbitraire pour chaque 
corps, c'est-à-dire que l'on a 

(7) IWlOXfbO. 

On peut vérifier d'abord que cette condition est suffisante; 
car si elle est remplie, on a 

).,=/( (,)Xf(fO, 
>..=/( '.)X?(f); 

d'où 

*._/(/,) 
>. ~/('.)' 

Le rapport U- est alors pour tous les corps une même fonc- 
tion des températures /, cl l,. 
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Je dis maintenant que celle forme île la fonction X est une 
consé<| lien ce nécessaire du théorème île Qnnot. Eu effet, si le 
rapport y dépend uniquement des températures/, et / ( , il en est 

de même du rapport — i qui est égal à ~ — i, et aussi du 
rapport 



Imaginons que les deux lignes isothermes l, et t, soient in- 
finiment voisines l'une de l'autre; il suffit pour eela de poser 
t, = !,!,= I + ilt. Sous pouvons prendre / el jJ. comme va- 
riables indépendantes, c'esl-;Vdire déterminer rhiique point ou 
chaque élat du corps par l'intersection d'uni' ligne isotherme / 
cl d'une ligne adiabatique y. La quantité / est alors une fonc- 
tion de tel y.; la limite du rapport —' ~ est la dérivée partielle 

^j- de celle fonction par rapport à /, en supposant (i constante. 
On a ainsi 



En vertu de ce qui précède, ce rapport esl pour tous les 
corps une même fonction ^ (/) de la température; on peut 
donc écrire 




En intégrant par rapport à la variable r, cl remarquant que 
la constante introduite par l'intégration est une fonction ar- 
bitraire de l'autre variable fi, on a 



/, — t, 



t, - 1, _ 

ï., 3T 




ou 



Si l'on pose 



,/»«>"=/(,,, 



lis première p.vtitir. — cbipitie 11. 

il vient 

>.=/(/)?(/*). 

fonction ^ (/) i-tmit l.i même pour tous les corps, il en esl 
eh- même (!o In fonction /(()• Ainsi In forme que nous avons 
attribuée à la roiiriion î est une conséquence du théorème de 
Curnol. 

Comme la fonction ç [u] esi arbitraire, on peut prendre 
ce (jui donne 

î. ■/(/]. 

Ainsi, parmi 1rs fonctions d'inlégrabilïlé, il y en a une, 
jonction ilr lu température seule, et la même pour tans les 

01. Il est naturel de se servir de celle fonction î. pour con- 
struire une échelle des températures que nous appellerons 
échelle ries li-inj'êratures absolues. Si l'un désigne par T In 
température absolue, ceci revient à poser T=>. 

Celle échelle est connue; nous avons trouvé pour les gaz 
parfaits (n° 48) ). = a + t, t étant la température marquée par 
le thermomètre à air, et la constante a ajant une valeur égale 
à 7.73 ; celle fonction ï. de la température seule, étant In même 
pour tous les corps, un a, d'une manière générale, î. = a -t- l , 
cl par suite 

(S) T = a+t. 

Ainsi l'échelle des températures absolues coïncide avec 
celle du thermomètre à air; il suffit de supposer le zéro ab- 

L'cxisicncc d'une fonction d'inlégrabililé î- la même pour 
lotis les corps et qui nous a servi à définir la température ab- 
solue, constitue le second principe fondamental de la théorie 
mécanique de la chaleur; il se traduit par l'équation 



Lu ].i :l'"J !:,■ Ci 
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où y. esl une fonction déterminée des Jeux variables indépen- 
dantes, el particulière à chaque espèce de corps. 

(18. Tour une transformation finie quelconque, on a 

ii, et «, étant les valeurs de la fonction a ;ni commencement 
el à la fin. Si la transformation s'accomplit suivant une ligne 
isotherme, T étant constant, l'équation précédente devient 

:<o) y ,., 

On en conclut que la qaantUt de chaleur nécessaire pour 
opérer "ne Iritmfornialion suivant une ligne isotherme qn- I- 
conque, entre Jeux lignes lo/ml'otiquet données, est propor- 
tionnelle- O la température absolue. 




Le ejele de Cantut (n° GO] est formé de deux lignes iso- 
thermes AB et DC comprises entre deux lignes adiabatiqu<:s 
\I> cl BC. On a donc, en vertu de la relation (10), 



0- -- 0 

0, " 



Telle esl, dans l'expression du théorème de Carnol (ri°G3), 
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In valeur du rapport de la quantité de chaleur transformée en 
travail à la quantité de chaleur puisée à la source supérieure. 

69. Le second principe fonda mental (t) esl une consé- 
quence immédiate du théorème de Carnot, que nous avons 
établi à l'aide d'une loi expérimentale de M. Clausius, exten- 
sion des lois ordinaires relatives à l'équilibre de la tempéra- 
ture et à la communication de la chaleur, lin comprendra bien 
toute l'importance du théorème de Carnot et l'immense service 
qu'il a rendu à la science, si l'on se rappelle que l'on ne con- 
naît pas pour les corps quelconques les conditions méca- 
niques de l'équilibre de la température. Il semblait donc que 
la notion d'égalité de. température dût rester une notion pure- 
ment empirique et que la théorie de la chaleur fût arrêtée dès 
ses premiers pas. Heureusement le théorème de Carnot a 
permis de tourner la difficulté, en établissant une relation 
générale (fi ) entre la quantité de chaleur et la température. 

70. La même diflicullé n'existe pas pour les gaz parfaits. A 
l'aide de leurs propriétés connues, nous avons démontré di- 
rectement l'existence d'une fonction d'intégrabilité commune 
à tous les gaz et dépendant de la température seule; celle 
fonction est ï = a -t- / = T (nous posons ici pour abréger 

T—a-ht). Oit en déduit ^ = dp. La relation ~ ~ 

(n°G8), et par conséquent le théorème de Carnot, estime 
conséquence de cette propriété. 

Nous avons démontré d'une manière générale ( tr GO), 

tence d'uni' fmieiiun d'iii('' , gral)iliit"' r nnuiiuiie à tous les corps 

propriétés dos gaz parfaits, on peut simplifier un peu la dé- 
monstration. Considérons un corps quelconque et un gaz 
fonctionnant suivant des cycles de Carnot entre les mêmes 
limites de température T, et T,; on a, d'après le théorème 
de Cornot(n°6i), 

Q,_Q', 
<J. ~ tf. ' 
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les quantités dp chalout- Q, et Q, se rapportant au corps consi- 
déré, les quantités Q', cl Q', au gaz. Mais, d'après les proprié- 
tés des gaz, ce dernier rapport est connu et égal à on a 

donc jj-' — y' Nous avons vu (n° 65} que, si l'on suppose le 
ejele compris entre deux lignes adiabatiques infiniment voi- 
sines u et u +■ du, la limite du rapport est égale à h; on a 

donc y = y* ou ^ = Y' °" en conc,ul 9 ue le apport .j 
conserve une valeur constante le Ions d'une li^ue adiabalique 
1)A; c'est donc une fonction de fi, indépendante de T, et l'on 
a 1— Tç(u|. Mais on sait (n° 13) que quand on a trouvé une 
fonction d'iiilégrubilité, on en obtient une autre en multipliant 
ou divisant la première par une fonrtion arbitraire de u; si 
l'on divise la précédente par ?(fi), on a ?. = ï. 



71. M.William Thomson a déduit du second principe fon- 
damental 

t»i 

plusieurs relations importantes. 

Quand on prend i' et /> pour variables indépendantes, on a 

dQ = Xdv+ Ydp, 

et, par suite,- 

Le second membre étant une différentielle exacte, on doit 



»(î). 
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A l'aide de l'équation (a,) de M. Clausius (n« 39), celle équa- 
tion se simplifie ci devient 



72. Prenons nuiiilenanl T el v pour variables indépen- 
dantes. On a alors 

dQ — cdt-t- ldv = C i/T+ Idv, 

Celle expression élanl une différentielle exacte, on a de 
ou 

-H— Si-*- 

En vertu de la seconde équation [a,) de M. Clausius ( n" 10), 
cette équation se réduit à 

(M /=AT sf 

73. Prenons enfin / et /i comme variables indépendantes. 
On a 

dQ = CdT + Adp. 



rfQ C ._ fi , 
Y" = T + T ' ' 



THÉORÈME I1E CAUIOT. 

ce qui donne l'équation de condition 



Sp jt' 



! équation [a } ) de M. Clausius (n° 41) ramène 
cette équation à la forme simple 

(M i = 

7i. L'équation ( jî, ) est une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre à laquelle de.it satisfaire la fonction T dos 
deux variables indépendantes v et p. Dans l'équation (3,) /» est 
regardée comme une fonction de T et i', et dans l'équation (p,) 
v comme une fonction de T et p. Mais on peut transformer 
ces deux dernières équations en des équations aux dérivées 
partielles, auxquelles doivent satisfaire la même fonction T des . 
deux variahles indépendantes v et p. 

Représentons, en effet, par 

9<T, »,p) = 0 

la relation inconnue qui existe entre la température, le volume 
spécifique et la pression. Si l'on y regarde e comme une con- 
stante, les deux quantités variables T et ;* seront fonctions 
l'une de l'autre, el il est évident que les deu\ dérivées 

^— i que 1 on obtient en considérant, soit p comme une 

fonction de T, soit T comme une fonction de p, ont un pro- 
duit égal à l'unité. L'équation [%) peut donc être remplacée 
par la suivante 
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Ile môme, si l'on regarde p connue constante, les deux 
quantités T ci v seront fonctions l'une de l'autre, et les deux 

dérivées ^.jf auront un produit égal à l'imité; l'équation 
(%) deviendra 

(M »S— «• 

Il résulte de là que la même fonction T des deu\ variables 
indépendantes i 1 et p satisfait aux Irnis équations aux dérivées 
partielles ((3,), (JS'J. La première équation contient les 

deux dérivées partielles, chacune des deux aulres n'en con- 
tient qu'une. 

tQlUTIOM DE HANKJ.XE. 

73. Nous avons vu ( n u ti8 } que la quantité de chaleur néces- 
saire pour effectuer une transformation suivant nue ligne iso- 
therme AH CM donnée par la formule 

(i3) Q = T((fa-|(.). 

M. Itankinc a trouvé de celle même quantité de chaleur une 
autre expression qu'il est bon de connaître. Si l'on appelle S 
le travail extérieur accompli par le corps pendant la transfor- 
mation AB, on a 

s = £'>-■ 

Imaginons que le corps parcoure une autre ligne isoilierme 
A,B, limitée aux mêmes valeurs v, et v, du volume spécifique, 
Fin. m. 

'I i 

I 

c'est-à-dire comprise entre les parallèles A A', BB', le travail 
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impli dans une de ces transforma lions est uni- 
fonction de la température de la ligne isotherme correspon- 
dante. Prenons e et T pour variables indépendantes, cl sup- 
posons la ligne isotherme A,B, infiniment voisine de AB; la 
variation de travail pour ce changement de ligne isotherme est 
figuré par l'aire AA, B, B, et l'on a 

L'équation générale 

<*Q = c</T 4- Mi- 
se réduit, pour une ligne isotherme, à 
dQ = ldv. 

En remplaçant I par sa valeur tirée de l'équation {'fi,), on a 

jq=*t|{*. 



On en déduit la formule 

ci) Q = AT S-- 

nEM.lRQCÏS SLR LU THEOHÈMK DE CAH30T. 

76. Le théoiè qui' Sadi Carnol a énoncé en îtb.f. et qui 

joue un si grand rôle dans la nouvelle théorie où l'on consi- 
dère la chaleur comme un mouvement, provient cependant 
d'une idée théorique toute différente. C.arnoi, raisonnant dans 
l'hvpoihèsc île la miilérialiié du calorique, assimilait la chaleur 
contenue dans un corps, à une certaine température, à un 
poids maintenu à un certain niveau. Pour lui, le passage de la 
chaleur du corps chaud au corps froid, daos le jeu d'une ma- . 
chine thermique, était un phénomène mécanique analogue à la 
chute d'un corps d'une certaine hauteur. Il admettait donc que 
toute la chaleur perdue par la source supérieure passait dans 
la source inférieure, en descendant d'un niveau i un autre; en 
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il'aulres lermt's, il suppnsaii.Q, = Oi. Dans cel ordre d'idées, 
le Irnvail accompli par la chute do chaleur, dans une machine 
fonctionnant suivant le cycle ÀBCD, est le produit du poids Q, 
de chaleur par la différence de niveau, c'est-à-dire par la diffé- 



FlJ. M. 




renée de température f,— f,. I.c rapport du travail accompli 
Qi['i— /.) au poids de chaleur Q, est égal à la différence de 
température /, — 1,. Pour un autre corps fonctionnant suivant 
un cycle compris entre les mêmes limites de température, ce 
rapport a évidemment la même valeur. 

Dans la marche inverse de la machine, il faut dépenser un 
travail extérieur égal à Q, (/, — /,) pour élever le poids Q, île 
chaleur du niveau i, au niveau le rapport du travail dé- 
pensé au poids de chaleur déplacé est encore constant. 

Cette image de Carnol contient un grand fonds de vérité. 




parce qu'elle assimile un phénomène thermique à un phéno- 
mène mécanique; mais elle est défectueuse en ce qu'elle 
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suppose que la quantité de chaleur reste constante dans le jeu 
de la machine. Comme nous l'avons vu, dans la marche directe, 
la quantité Q,, puisée à la source supérieure, est plus grande 
que la quantité Q, transmise à la source inférieure; la dif- 
férence Q, — Q, est changée en travail. Dans la marche in- 
verse, au contraire, le travail dépensé crée de la chaleur. 

Dans ces derniers temps, M. Zeuner a modifié l'image de 
Carnot de manière à la mettre d'accord avec l'idée nouvelle. 
Considérons les lignes isothermes A , II, . A ; B„ A,B„. . . , cor- 
respondant aux températures absolues T„ T„ T, et com- 
prises entre deu\ ligues adia Italiques données ut, etfi,. D'après 
l'équalion (to), établie au 11» 68, on a 

T, T, T, ' 

p 

En désignant par ^ la valeur de ces rapports égaux, on en 
déduit 

EQ, = PT,, EQ, = PT„ EQ, — PT„ 

Si l'on compare la quantité P à un poids, les quantités de 
chaleur Q„ Q„ Q,,..., seront assimilées aux énergies po- 
tentielle de ce poids (' pincé à diverses hauteurs Ï,,T,, T,,.,.. 
Dans le jeu de la machine suivant le cycle de Carnot A,B,B, A,, 
le poids P descendant du niveau T, au niveau T,, il y a perte 
d'une quantité PT,— PT, = E(Q,— Q,) d'énergie potentielle 
ou de chaleur, et production d'une quantité égale de travail. 
Mais aujourd'hui ces comparaisons n'offrent plus aucun avan- 
tage; il vaut mieux s'en tenir à l'idée qui sert de base à la 
théorie nouvelle, savoir la transformation de l'énergie calori- 
fique en travail, ou inversement. 
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CHAPITRE III. 
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lVNi. i|«-s giWrim, — Mnrhini» a pi. — Kc^-m-iati'iir Aif rhnli-ur. — Mnrhini? 
de Stirlîng, — Madilna d'Erlcuon. 



77. Nous sillons appliquer les formules qui précèdent à l'é- 
tude îles murhincs si l'eu, destinées à transformer Est chaleur en 

Considérons d'abord une machine à feu fonctionnant sui- 
vant un cycle de Carnoi ARCD, ei mise alternativement en com- 
municalion avec une source de chaleur K, à la température T, 
el un réfrigérant K, o la température T,. La machine prend à la 
source une quantité de chaleur Q, et verse sur le réfrigérant 
une quantité plus petite Q,. La différence Q, — Q, a été trans- 
formée en un travail euérieur S, figuré par l'aire ABCD. 



On a, d'après la première loi (n° 35), 
8 = E(Q,-Q 1 ). 
Un appelle coefficient économique ou rendement d'une ma- 



PBINC1PES GÊNÉ1AOI. 



Fi e . i3. 



M 




_.: J I :l'"J L'y 



FEU. 



79 



chine à feu le rapport de la quantité de chaleur transformée 
en travail à la quantité de chaleur prise à la source; ce rap- 
port est égal à 



L'application de la seconde lui nous donne la valeur de ce 
rapport. Nous avons trouvé, en effet {n° 68), 



Ce rapport dépend uniquement des températures extrêmes, 
enlre lesquelles fonctionne la machine. Dans la pratique, il 
faut chercher à augmenter ce rapport; pour cela on abaisse la 
température inférieure T, et on élève la température supé- 
rieure T„ autant qu'il est possible. Supposons, par exemple, 
que la température supérieure soit de 3oo degrés centigrades 
et la température inférieure de i5 degrés; la valeur du coeffi- 
cient économique sera 

T, -T, t,-t, a85 a85 

— — _ , ctiMi on 

J, a + t : + 3oo 573 2 

Ce serait là une condition lirs-a va nageuse au point de vue 
du rendement; on ne l'a jamais réalisée. 

78. Considérons maintenant une machine fonctionnant sui- 
vant un. cycle quelconque ABCD [fig. i4); il est nécessaire 
ïti. -4- 



pour cela que la machine soit on communication alternative- 



Q:~Q. 



Q, - Q, _ T, - T, _ 

0; ~ Ti ~ 



ïl 
T,' 




8o PREH1ËHE PARTIE. — CQAPITltE III. 

meni avec une source à température variable, à laquelle elle 
emprunte de la chaleur pendant une phase de la transforma- 
tion, et avec un réfrigérant à température variable, auquel elle 
cède de la chaleur. Menons deux lignes isothermes T, et T, ei 
deux lignes adiabatiques fi, et u, tangentes à ce cycle, de ma- 
nière à lui circonscrire un ejele de Carnot, et désignons par 
A, B, C, I) les points de contact de ces quatre courbes avec 
le cycle proposé. 

Tout le long de la ligne ABC, la machine absorbe de la cha- 
leur; car la fonction [i va eu croissant du point A au point C, 
el l'on a, pour une transformation infiniment petite, 

rfQ = Tdf*; 

appelons Q, la quantité de chaleur absorbée dans celte por- 
tion du cycle. Suivant la courbe CDA.au contraire, la machine 
dégage de la chaleur; car la fonction u diminuant, du el dQ 
sont tous deux négatifs; appelons Q, la quantité de chaleur 
dégagée dans celte partie du cycle. 

La température va en croissant le long du chemin DA11, el 
en décroissant suivant BCD ; menons les lignes isothermes AF 
et CE qui passent par les points A el C; ou voit que la source, 
pendant la transformation AF.,est;i une température inférieure 
à celle du réfrigérant au point C. 

Pour un cycle quelconque, on a (n* G8] 

/?- 

eu méfiant en évidence le signe de dQ, ou écrira celle équa- 
tion de la manière suivante ; 

„) ' / 4-f T? = * 
.Abc 1 Jcd\ 1 

Le long de la courbe ABC, la température T du corps dont 
on suit les modifications est inférieure à la température maxi- 
mum T„ celle du point B; on a donc 



ou bien, comme T, est constant, 



Abc t > T. 

Au contraire, le long de CDA, la température du corps est 
supérieure à la température minimum T„ celle du point D, et 



f f'JSL 
JCDA ï T. ' 



On a donc, en vertu de l 'équation (i] 



On déduit de là 



Q. T, 



Q, - Q. T, - T, 
U. Tj 

Le coefficient économique d'une machine fonctionnant sui- 
vant un cycle quelconque est donc plus petit que si la machine 
fonctionnait suivant un cycle deCarnoi entre les températures 
extrêmes T, et T,. Le mode de transformation le plus avanta- 
geux est donc le cycle de Camot; il donne le coefficient éco r 
nomique maximum. Ce qui le caractérise, c'est que la source 
fournil de la chaleur à la machine à une température constante, 
et que le dégagement de chaleur dans le réfrigérant a lieu aussi 
à une température constante. 



PIBMtll 1MBTIE. — chapitre lit. 



l'on connaît les équations des lignes de transformât ion. 

Considérons une machine il ga/. fonctionnant suivant un 
cycle de Carnot ABCD {Jlg. i5), Cl désignons par v„ v„ v\, 
les volumes spécifiques du gaz aux points A, B, C, D. Les 

F1 B . .5. 

F, v | 

; ii 

'•^ \ 

L:V 
j %V\ e 

■ i 

I ! i i 



lignes isothermes sont ici des hyperboles êquilaières (n" 59), 
et l'énergie intérieure ne rhaiigi' ]>:is pi'iidiinl nue iriinsl'ormii- 
liou à température constante (n°46); toute ta chaleur fournie 
par la source le long de la ligne AB est donc transformée on 
travail figuré par l'aire ABB'A'. Soit M le poids de gaz i|ue 
renferme la machine, Q, la quantité de chaleur absorbée sui- 
vant Ali, on a 

Q, = MT,[f*,-p,). 
L'équation des ligues adiahaiii|ues pour les gaz(n* 50) est 
u -- logBT'i* ' . 
On a donc ici, pour les deux points A et It, 
p.-H.^C-cJlog^, 

ee qui donne 

Q, = MT,(C-c)log^, 
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on bien, en remplaçant C — c par sa valeur A x p,v, ( n" iti ), 

Q,= MAa/>..',T,log 1 '-- 
Le Iravail extérieur ABll'A' esl 

Map,i',T,log — • 

Le long de la ligne adiabalique TiC, l'énergie intérieure di- 
minue et se transforme en travail BCC'H'. Celle perle d'éner- 
gie correspond à robais.Hemem de température ï, — T, ; elle a 
pour valeur ( n° 51 ) 

MEe(T, — T, ). 

ri'fiif.'i'r.uil une qiniiUlé Q, de rh;i|i'nr donnée p;u- l'éqnaiimi 

Q, = MAa/>.<',T,log-r- 

Nous avons vu que, pour toute machine ronctionnant suivant 
un cycle de Carnol, on a 

Q; = 0'. 

T, T, ' 

pour que celle relation soit satisfaite dans le cas actuel, il faut 
que 



Enfin, suivant la ligne adiabalique HA, le gaz reçoit un tra- 
vail extérieur DAA'D', el l'énergie inlérieure augmente de la 
quantité 

MEc;T,-T,ï. 

On voit par là que le l ni vu il extérieur effectué par l;i déiciue 
du gaz, suivant la ligne adiabalique BC, est égal au travail ex- 
térieur ([('pensé pour (aire Fi t :nrl in. t [t 1 1 i' l.i machine prndanl la 
deuxième période de riinipn'-skin La quarilili' de chaleur 
disparue est 

0, - Q, = MA « /». v„ [T, - T,) log£. 

6. 
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et le travail extérieur, figuré par l'aire du trapèze curviligne 
ABCD, est égal à 

M«/.MT,-T,)log5. 

On peut, du reste, vérifier aisément relie conséquence en 
calculant directement le travail extérieur. En effet, le travail 
accompli suivant la ligne Ail a pour expression 

m r'pdv=u*p,<>,j,\o%£, 

un vertu de la relation 

c'est la valeur que nous avons trouvée plus liaul en nous ser- 
vant de l'équation des lignes adiabaliques. 

BÉOBKÏBàTÏUIS de chaleur. 

80. Supposons maintenant que la machine fonctionne sui- 
vant un cycle quelconque, entre les températures extrêmes T. 
et T,, et circonscrivons à ce cycle un cycle de Carnot langent 
aux points A, It, t", D {Jig. 16 ). On sait ( n°7fi) que le coefficient 
Fie. îfi. 




économique est plus petit que celui que donnerait un cycle de 
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Camol compris entre les mêmes limites de température, eL 
Ton a 

Q,-0, -^ T,-T, 
Q. Ti ' 

Comme le cycle de Carnol est difficile à réaliser dans la pra- 
tique, ou a cherché à atteindre le rendement maximum par un 
moyen détourné, i< l'aide des rr^m'-ntlfim de chaleur. 

Menons les lignes Isothermes CF., AF qui passent par les 
points de contact C et A; imaginons l'arc AE divisé en un cer- 
tain nombre d'éléments, et menons des lignes isothermes par 
les points de division ; nous décomposerons ainsi l'arc CF en 
un même nombre d'éléments correspondants. Pour la trans- 
formation qui a lieu suivant l'élément mn, la source fournit 
au gaz une quantité ilq. de chaleur à la température T, et, pour 
la transformation correspondante suivant l'élément m'a', la 
machine dégage sur le réfrigérant une quantité iltj, de chaleur. 
Comme ces deu\ quantités de chaleur sont à la même tempé- 
rature, on peut concevoir un corps extérieur à la tempéra- 
ture ï, qui recueille la chaleur (/(/, dégagée pendant la trans- 
formation m'n', et qui la rende à la machine pour concourir 
à la transforma [ion correspondante mn à la même tempéra- 
ture. Si les quantités de chaleur et dq, sont égales, la cha- 
leur dégagée suivant l'élément m' «'suffira pour la transfor- 
mation mn, et si les courbes CF et AE sont telles que cette 
condition soit réalisée pour tous les éléments correspondants, 
la chaleur dégagée pendant la transformation CF pourra ser- 
tir à opérer la transformation AE sans aucune dépense de 

Ce corps étranger, qui conserve pour une phase de ta trans- 
formation la chaleur dégagée dans une autre phase, est un 
irgrnïvnieur tfo cluihur. 

81. De cette façon, le foyer ne fournira de la chaleurque 
suivant la ligne EUC, et la machine cédera de la chaleur au 
réfrigérant le long de la ligne FDA. L'addition du régénérateur 
de chaleur a diminué la dépense, mais le coefficient écono- 
mique est encore plus petit que pour un ejele de Carnot. En 
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effet, on a, pour un cycle quelconque (n° 08), l'équation 

/'? ■ . 

En mettent en évidence les signes des différents termes de 
celle somme pour les portions du cycle considéré, on obtient 

ft£=f ~-f ~~f — =° 

Lii température étant la même |)our les éléments correspon- 
dants mn, m' n' t'A les quantités de chaleur dq, et dq : étant 
supposées égales, on a 

fjt'fjt- 

et l'équation devient 

Or, le long de EBC, la température est inférieure à T,; le long 
de FDA elle est supérieure à T,; on a donc 

5:-Ql< 0 
T, T, ^ ' 

Q,— Q , T.— T, 

a < t, 

82. On peut cependant modifier le cycle de manière à réali- 
ser le coefficient économique maximum ; il suffit pour cela que 
la température soit constante sur la ligne EliC et aussi sur EDA, 
c'est-à-dire que ces deux lignes soient des lignes isothermes. 
Le problème est susceptible d'une infinité de solutions. 

Formons, en effet, un cycle avec deux lignes isothermes 
quelconques BC et AD {Jig. 17) aux températures T, cl T,, 
une ligne arbitraire AB, et terminons le cycle par une qua- 
trième ligne CD telle que les quantités de chaleur absorbée et 
dégagée sur deux éléments correspondants des lignes AB et CD 
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soient égales. On a alors 

Ju t Jto t - r, T.' 

et, par suite, 

Q, — Q, _ T, — T, 
U, ~ T. 

Un pareil cycle est aussi avantageux que le rjele île Carnol; 
mais il nécessite l'emplui d'un régénérateur de chaleur. 

La ligne AU élanl donnée, la ligne est déterminée par la 




condition que l'on ail, pour deux éléments correspondants ni», 
m'n', l'équation 

</q, — </'/j. 

Désignons par v et p les cou rd on nées du point m, par i>' et // 
celles du point m 1 ; on a ( n" 10] 

rfç, = M(t(/i + /</e), 

ou (n° 47] 

(fy, = M ( c </( + kpdv). 

La chaleur spécifique c étant indépendante du volume (ii 0 15) 
cl la variation de température lit élanl la même pour les deux 
éléments, on a aussi 

</,/.r=M(c<//-f-A,,Vv'l, 
ci la condition cherchée devient 

Comme les points ni et m' appartiennent à une ligne iso- 
therme, on peut appliquer la loi de Mariolle /»' = p'v', ce qui 



Hb raiMifcH r*nTiE. — ciuntre tir. 

donne 

V ✓ ' 

d'où 

I. étant mi nombre arbitraire. 

Ainsi, quand on connaît l'équation ç(c, p) — o de la ligne Alt, 
il suffit d'y remplacer v ci p par les valeurs précédentes pour 
obtenir l'équation de la liyne CD, 



MACHINE DE 6TIRUXG. 

83. Dans la machine de Siirling, qui réalise les conditions 
précédentes, la ligne AB est une parallèle à l'ave Op [fig. 18 ; 

I i c . .8 




elle » pour équation 

L'équation de la ligue CD sera donc 
W- r, = *. 




roue ligne est aussi une droite parallèle à Op. 

Au reste, il est faelle de voir directement que deu\ lignes 
parallèles à (>/' satisfont aux rondiikms du problème; car, dans 
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ce cas, pour deux éléments m cl m' situés entre deux ligues 
iMillirriiios, on a 

dq : =dq, = Mcdt. 
Dans celle machine, le fuver fournil de la rhaleur an gaz Miivani 
la lij:i!e isotherme 11C el cette chaleur se transforme en travail 
extérieur. Suivant la ligne Cil, le gaz se refroidit à volume 
constant, sans travail extérieur, et cède de la chaleur au régé- 
nérateur. Le long de la ligne isotherme HA, une portion du 
travail produit suivant BC est emplojée à comprimer le gaz 
el à le ramener à son volume primitif ; en même temps le gaz 
cède au réfrigérant une quantité de chaleur qui esl perdue, 
parce qu'elle esL à la température la plus basse de la machine. 
Enfin, suivant la ligne Alt, le gaz est réchauffé à volume con- 
stant et ramené à la pression primitive à l'aide de la chaleur 
que lui fournil le régénérateur. 



8't. Dans la première riinchinf d'Uiicsson, le prohléme est 
résolu d'une manière peu différente. La ligne AB est une 



Fie- 19- 




droite parallèle à l'axe Oc {fig. nj) el avant pour équation 

p — p,= °. 
La ligne Cl), avant pour équation 

ou 

p'=kp, = p„ 

est aussi une droite parallèle à Oc. Le foyer fournil de la cha- 
leur le long de la ligne isotherme BC eL le réfrigérant eu ah- 
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sorbe le long de la ligne isotherme HA. La régénération de 
chaleur a Insu ici sons jiression constante, tandis qu'elle s'ef- 
fectue à volume constant dans ht machine de Siirling. 

Il est facile de voir directement qu'il y a compensation 
entre la chaleur reçue par le régénérateur le long de la ligne 
CD et celle qu'il rend au gaz suivant AB. On a en général 

dq = M(Cdt + hdp). 

Pour une transformation sous pression constante, le terme h tfp 
est nul; le gain et la perle de chaleur suivant deui éléments 
correspondants ni et m' des lignes AB el CD sont donc 
dq, = dg, — iSCdl. 
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CHAPITRE IV. 

ÉTUDE DES VAPF.ORS. 

\ :ijn>urs .alun-eç. — TrLiii*fumi:iliiij] tï un iiiebnije ili' liquide el rie vapeur. — 
Équaiiou de Clausiui. — Ëqiuliun de W. Thnmson. — Densités des vapeurs 

snluries. — Chaleur »}il-< iIm| m- île la -apeui s ne. — llnnuVnMiliiin ilnns In 

détente de la vapeur d'eau. — fiiii-relie itili-i ie.ire il'nu hiélalirje lie liquide 
rl de vapeur. — Tr.nisftir inatieu d'eu nn-lii ri;;.- d.- liquidée! île vapeur i-uivanl 
nue lieue idilbaUqUB. — Travail lia ni In JélerJle. 



VAPEURS SATURÉES. 

85. Quand on diminue progressivement le volume d'uni; 
vapeur sèche, en la soumetlani à une pression de plus en plus 
grande cl la mainlenanl à une température ronslaiite, il existe 
une limlic de pression que l'on ne peut dépasser. Dès que 
l'on arrive à cette pression maximum, la vapeur est dile îh- 
lurAe; si le volume continue à diminuer, une partie de la va- 
peur se transforme en liquide et la pression reste constante. 
Cette tension maximum de la vapeur, à une température 
donnée, dépend de la nature du corps; c'est une fonction 
de la température; nous la représenterons par 

[ij f = F{0. 

De même, de la vapeur étant soumise à une pression con- 
stante p, si l'on abaisse peu à peu la température, on ar- 
rive a une température limite an-dessous de laquelle on ne 
peut descendre. Dès que l'on arrive à celle température mini- 
mum, la vapeur est saturée; el si l'on continue à enlever de 
la chaleur, la vapeur se liquéfie en partie, et tant qu'il subsiste 
de la vapeur, la température reste constante. En imaginant 
l'équation (i) résolue par rapport à f, on obtient la tempéra- 
ture minimum de la vapeur sous pression donnée 
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Les équations (i) ei (a) donnent la tension de la vapeur sa- 
turée à la température /, ou inverscmeril la température de la 
vapeur saturée sous la p. 

8i>. Pendant que la vapeur se liquéfie, elle dégage de la 
chaleur; ou appelle chaleur latente d<- vaporisation lu quantité 
de chaleur I. qui- dégage un kilogramme de vapeur saturée 
pour se liquéfier sous pression constante, el par Conséquent 
à température constante ; celte quantité de chaleur dépend de 
la nature du corps; c'est une fonction de la température à 
laquelle s'effectue le change. ncni d'état. 

87. Inversement, un liquide que l'on échauffe sous une 
pression constante p entre- généralement en éhullition à la 
température / définie par l'équation (a); maïs, tandis que la 
liquéfaction est un phénomène très-net qui a toujours lieu à 
la même température sous une pressinn donnée, le phénomène 
inverse, c'esl-à dire la vaporisation, est beaucoup moins régu- 
lier. Ainsi, on a remarqué que, lorsque ia masse liquide que 
l'on échauffe n'a pas de surface libre, on peut élever ce li- 
quide sous lu pression p à une température t + 0, supérieure 
à la température constante t de la vapeur saturée. Si alors le 
liquide se vaporise, la chaleur latente V qu'il absorbera ne 
sera plus la même que celle qu'il absorbait dans l'ébnlliliou 
normale. 

Considérons en effet un liquide qui éprouve, sous la pres- 
sion p, l'ébullition normale à la température t; son volume 
FI,. , D . 

H 




augmente d'une manière considérable, et. comme la pression 
reste constante pendant toute la durée du phénomène, la" 
transformation sera représentée par la droite AB parallèle îi 



l'axe Ov (fig. ?o). Élevons maintenant celle vapeur à ta tem- 
pérature l + 0, sous la même pression, le volume augmentera 
un peu, la vapeur sera surchauffée el celte nouvelle trans- 
formation sera représentée [>ar la droite Appelons C la cha- 
leur spécifique du liquide sons pression constante el C In 
chaleur spécifique de la vapeur sous pression constante. L'é- 
bulliiion normale Afi exige une quantité de chaleur L; 
réchauffement B(] de la vapeur sous pression constante exige 



ensuite une quantité de eltalcurj Cdl. La quaniilé totale 
de chaleur ahsorbée par i kilogramme de liquide pour passer 
de l'étal A à l'état C est donc 



Supposons maintenant qu'on échauffe d'abord le liquide, 
sans le vaporiser, de la température ( à la température t + 0, 
sous la pression />; son volume augmentera un peu et le 11- 
, quide passera de l'état A à l'état D. Le liquide éprouve ensuite 
l'éhullilion relardée sous la pression p et arrive au même état 
final G. La quantité totale rie ehaleur absorbée dans cette se- 
conde transformation a pour expression 

j Cdt-+-V. 

Ces deux quantités de chaleur sont égales; car le travail exté- 
rieur ACC'A' est le même pour les deux transformations, el 
la variation (l'énergie intérieure est aussi la même, puisque 
l'étal initial et l'état lînal sont identiques dans les deux cas. 
On a donc 



d'où l'on déduit 



V = L-j' + \c-f)dt. 
Or l'expérience indique que la chaleur spécifique de tous 



94 PREMIÈRE PARTIE- — CHAPITRE IV. 

les liquides, au moins dans le voisinage du point d'éhnllition, 
est plus gronde que celle do leurs vapeurs; on a doncC'<C, 
ei par suite L'< L. Tour l'eau, par exemple, on a 

C = t, C' = o,ij8o5. 
On conclut de là que, lorsqu'un liquide entre eu ébullilion 
sous une pression déterminée, la chaleur hlenlc maximum 
est celle qui correspond à l'ébullition normale. 

88. M. Regnault a déterminé par l'expérience la chaleur In- 
terne I. (le vaporisaliun pour quelques liquides à diverses 
tempéra turcs, et il a représenté par des formules empiriques 
les résultats de ses expériences. Il a trouvé pour l'eau 

L = Go6,5u — o,li95 I — o, Dooo). /' — o,ooouoc>3 (*, 
ei pour Téllier 

L — 94,00 — 0 ,07901 / — o ,ooo85 1 4 

La chaleur latente produit un travail extérieur ABB'A' assez 
considérable, à cause du grand accroissement de volume; 
mais la plus grande partie est employée à l'augmentation d'é- 
nergie intérieure qu'éprouve le liquide pour se transformer 
en vapeur. Désignons, en effet, par 11 le volume spécifique du 
liquide à la température f, par «' le volume spécilique de In 
vapeur saturée à la même température, et supposons que In 
transformation ail lieu sous la pression constante p. Le tra- 
vail extérieur est p ("'— «), et l'on a 

EL = AU + ,>(«'-«;, 

d'où 

ÀAU=L— A /»[«'- 11). 
Si l'on fait le calcul pour l'eau etl'éther, en supposant que 
la pression p soit de 71kl millimètres, on obtient : 
Pour l'eau, 

aau = 576,40 — 0,791 

Pour l'étlier, 

A p( «'-«) = , ,46 + 0,01747 ' - 0,000 .354 r, 
AAU = 86,54 — 0,10648/- 0,0007160/'. 



TRANSFORMATION D'UN MÉLANGE DE LIQUIDE ET l)K VAPEUR. 



89. Considérons un mélange de liquide ei de vapeur saturée 
formant un poids total de t kilogramme à la température (. 
Soit * le poids de la vapeur dans le mélange, i — x celui du 
liquide, « et «' les volumes spécifiques du liquide et de la 
vapeur et c le volume du mélange; on a 



Les quatre quantités u, a', p, L sont des fonctions de la 
température seule ; im'sI une fonction de / et rie*; nous pouvons 
donc prendre ( et * comme variables indépendantes. Considé- 
rons une transformation iiiliiiiniem petite qui fasse passer le 
mélange de l'état (/,*) a l'étal (( -t-rff,* + dx). La chaleur 
nécessaire pour opérer celte transformation est employée : 
i" à échauffer un poids i — * de liquide; a" à échauffer un 
poids * de vapeur; 3" à vaporiser un poids dx de liquide. On 

dQ = ( i — x }( C dt -f- k dp ) + *[ C dl + h'dp) 4- L dx. 
La pression p de la vapeur saturée étant une fonction de la 
température seule, on peut remplacer dp par -j^ di et mettre 
réquaiion sous la forme 

l'osons, pour abréger, 




les quantités C, h, m, C, A', m' sont des fonctions de la tem- 
pérature seule; car elles se rapportent à l'état de saturation 
qui correspond à la température Le coefficient ni' est ce 
qu'on appelle chaleur spécifique de la vapeur salarie sèche ; 



en même lemps qu'on élève la température, un augmeni 
pression, lie manière que la vapeur reste saturée, mais 
condensation partielle. L'équation devient alors 
rfQ = [m(i~x)+m'x]dt + Ld.r, 

(4) dQ = [m -t- (m'— m)x]dt + Ldx. 

Si l'on remplace dv par sa valeur tirée de l'équation (3), 

le travail extérieur accompli 

o pour expression ' 

[du d(u'- uj\ 



dS 



.,[(S + -^)* +( ^-.,*]. 

Enfin, de la première équation fondamentale 
(a) rfQ = A |dU + pd»), 

on déduit la variation d'énergie intérieure 
; 5) A d\i = [m + [mf~m) x - A p g - A " ' ] dt 

+ [L~hp{u'~u)}dx. 

ÊOUtTrON OE CLAUSICS. 

90. Nous suivrons la mémo marche qu'au n" :î!). L'énergie 
intérieure U du mélange de liquide ri de vapeur i>sl une fonc- 
tion déterminée des deux variables indépendantes / et x, qui 
définissent l'état du mélange. L'équation (5) donne la diffé- 
rentielle totale de celle fonction et par conséquent ses deux 
dérivées partielles du premier ordre. On a ainsi : 

,SU . , , . du ' . rf(«'-u) 
~ ■*-(m'—m)x—kp—^ — kpx — 

A^ = L-A/>(«'-«). 
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ÉTUDE DES VAPEURS. 

On en déduit 



, Î'U dh . , , . du . dia'—u 
Eu égalant ces deu\ valeurs on obtient la relation 

ÊQUVnON DE W. TBOHSOHi 

91. L'équation (4) donne aussi 



Mais, en vertu du second principe fondamental [n° 67), 

le second membre de l'équation ((>) est la différentielle exacte 
d'une fonction fi des deux variables indépendantes T et x; il 
en résulte la relation 

if) S U!L t s - 

que l'on peut meure sous la forme 

fP.) rfï--T + m_m ' 

Enfin la combinaison des deux équations(a) ni {jS, ; cnn'liiit 
à la troisième relation 

92. Bi dans l'équation (6) on remplace m' — m par sa valeur 
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lirée (ie l'ëqualion [pj, on a 



( ,) „,=f 

La quantité m élanl une fonction do la température seule, 
on reconnaît que le second membre est bien une différen- 
tielle exacte; en intégrant on a 



Si l'on y regarde \t comme Line constante, celle équation 
est celle des lignes ailiahaliques. 

Les équations précédentes conduisent à des conséquences 
importantes que nous allons successivement passer en revue. 



!)3. De l'équation (y) on dédui 



La chaleur latente L et la tension p de la vapeur saturée 
sont des fonctions de la température qui ont été jléterminées 
empiriquement par M. Ilegnaull pour quelques liquides; l'é- 
quation (H) permet donc de ralenler n' — u. D'ailleurs le vo- 
lume spécifique u du liquide est sensihlomom consiani, on 
connaîtra doue aussi le volume spécifique a' de la vapeur et, 
par suite, sa densité. Voici les résultats calculés pour la va- 
peur d'eau par M. Clausius : 




Les valeurs de it' ont été déterminées expérimentalement 
par MM. Fairbairn eiTaitc; on voii qu'elles s'accordent très- 
bien avec celles qui ont été déduites de la théorie, et elles 
sont notablement plus faibles que celles que l'on obtient en 
appliquant la loi de Mariolle aux vapeurs comme on le faisait 
autrefois. 

!I4. Les deux quantités p cl u' sont des fonctions de la tempé- 
rature, elles sont donc fonction l'une de l'autre, et M. Zeuner 
a trouvé que la relation qui existe entre ces deux fonctions 
est représentée assez exactement par l'équation 
p,i' = b. 

Pour la vapeur d'eau, les deux constantes n cl li ont les va- 
leurs suivantes 

n= 1,0646, 

En représentant cette équation par une courbe L [fig. ai), 
on obtient une sorte d'hyperbole qui figure la ligne do trans- 
formation de la vapeur saturée. 

Il est aisé de voir que tout point B situé à droite de la 
ligne L indique un étal de vapeur surchauffée, tandis qu'un 
point C situé à gauche indique une condensation partielle. En 
effet, en A, sur la ligne L, la vapeur est saturée et sèche; sup- 
posons qu'en iuis^ml h [ji-i/ssum ruiistauii', un élève graduel- 
lement la température, le volume augmentera et la vapeur ten- 
dra vers l'état de gaz parfait ; le surchauffe ment de la vapeur 
sous pression constante est figuré par la droite AB parallèle a 
l'axe ov. Au contraire, si l'on enlève de la chaleur, la pression 
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restant toujours constante, il v aura condensation partielle, et 
le volume diminuera peu à peu; la température restant con - 

Fig. a ,. 




slanle pendant celle transformation, la portion de droileAC, 
parallèle à l'axe on, est une ligne isotherme pour le mélange 
de vapeur et de liquide. 

CBALEUI SPÉCIFJQUB DE li TAPICH SATURKK. 

93. Nous venons de déterminer le volume spécifique «' de 
la vapeur saturée à l'aide de la tension cl de la chaleur latente. 
La connaissance de la chaleur hiiciue suffît pour déterminer 
la chaleur spécifique m' de la vapeur saturée. Nous nous ser- 
virons pour cela de l'équation (fi) du n° 01 , qui donne la 
différence m'— m, 

ii) 

( 9 ) ,„<„ nl = T-A±i. 

On peut d'ailleurs sans erreur sensible remplacer le coeffi- 
cient/» par la chaleur spécifique Cdu liquide; car le coefficient 
h est très-petit pour les liquides, puisque leur com possibi- 
lité est très-faible; on aura ainsi m'. 

On peut diviser les liquides en trois catégories : pour les 
uns la valeur de m' est négative; pour d'autres elle est positive ; 
enfin il y n un troisième groupe de liquides pour lesquels la 
valeur de m' est négative au-dessous d'une certaine tempéra- 
ture cl positive au-dessus. 

L'équation générale 

dQ = cdi+ Idv, 
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c viipnnr qui reste saturée et sèche, pcul s'écrire 



puisqu'il n'y a plus alors qu'une seule variable indépendante 
T. On en déduit 



Or, quand la température s'élève, le volume spécifique de 
la vapeur saturée diminue, la dérivée est donc négative; 
le second membre de I équation se compose ainsi de deux 
termes de signes contraires ayant (les valeurs comparables; 
on conçoit donc que la valeur de m' puisse être, suivant les 
cas, positive ou négative. Voici les résultais calculés par 
M. Clausius ; 



On voit d'après ce tableau que la vapeur d'eau et le sulfure 
de carbone appartiennent à la pn'inière catégorie; la chaleur 
spécifique île la vapeur saturée csl négative et sa valeur ab- 
solue va en diminuant à mesure que la température s'élève. 
La vapeur d'ether appartient à l;i seconde catégorie; la valeur 
de m' est positive et va en augmentant avec la température. 
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La troisième catégorie comprend la benzine, le chloroforme, 
le chlorure do carbone. Dans Ions les ras, la valeur relative 
de m' croit avec la température ; on est donc conduit à penser 
que tons les liquides se comportent de la même manière, que 
la chaleur spécifique île la vapeur saturée est négative au-des- 
sous d'une certaine température, à partir de laquelle elle devient 
positive et va constamment en croissant. Les nombres du ta- 
bleau précédent semblent même indiquer que celle tempéra- 
ture limite n'est pas uès-élevée pour la vapeur d'eau. 

COMIENSATLON PAKS LA DtTRJiTB DE LA YAPKl'R Ii'eAI. 

9G. Le signe de m' a une grande importance dans l'élude 
des machines à vapeur. Supposons qu'une vapeur éprouve une 
transformation infiniment petite en restant saturée ci sèche, ia 
quantité de chaleur nécessaire à cette transformation sera 
dQ=m'dt, 



dQ = 



du' 



Or la dérivée est toujours négative, la valeur de m' est 
aussi négative pour la vapeur d'eau, il en résulte que pour 
la vapeur d'eau dQ et du' ont le même signe. 

Considérons donc i kilogramme de vapeur d'eau saturée 
et sèche occupant le volume «* à une certaine température f ; 
comprimons-la et supposons qu'elle reste saturée et sèche; la 
variation du' est négative et par suite i/Q est aussi négative, 
c'est-à-dire que la vapeur dégage de la chaleur. Mais si la com- 
pression est assez rapide pour que cette chaleur dégagée n'ait 
pas le temps de se répandre sur les corps extérieurs, elle échauf- 
fera la vapeur et la portera an-dessus de sou point de satura- 
lion. Donc la vapeur d'eau est surchauffer par la compression. 

Supposons, au contraire, que la vapeur saturée se dilate, 
du' et dQ sont tous deux positifs, c'est-à-dire qu'il y a ab- 
sorption de chaleur. Ainsi, quand de la vapeur d'eau est sa- 
turée et sèche, si l'on veut augmenter son volume, eu la main- 
tenant saturée el sèche, il faut lui fournir de la chaleur. Si h 
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dilatation psi assez rapide pour que les corps extérieurs n'aient 
pus le. temps de lui fournir la chaleur nécessaire, les choses se 
passeront comme si, la chaleur ayant été fournie pour maintenir 
la vapeur saturée cl sèclie sous le volume u'-hdu', on enle- 
vait ensuite celte chaleur, le volume restant le même cl égal 
à «'-)- du'; il y aura évidemment eondeusition partielle. Donc 
la vapeur d'eau se condense en partie pendant ta détente. 

Pour la vapeur d'élher, m' avant un signe différent, les 
p hé no ru crics sont opposés; lu compressé m produit une con- 

97. Celle condensation de la vapeur d'eau pendant la dé- 
tente a été démontrée théoriquement à peu près à la même 
époque par M. C.lausius et par M. Uankine. M. Hirn l'a véri- 
fiée expérimentalement. Pour cela il introduit de la vapeur 
saturée bien sèche, el à une pression plus grande que la pres- 
sion atmosphérique, dans un cylindre fermé par deux plaques 
de verre ; le r; Mndre est alors parfaitement transparent. Quand 
on le met en communication avec l'atmosphère en ouvrant 
un robinet, il y a dilatation rapide, la vapeur se condense en 
partie el forme dans le cylindre un nuage opaque de goutte- 
lettes liquides. 

M. Hirn a réalisé aussi l'expérience inverse avec la vapeur 
d'élher. 11 remplit de vapeur d'élher sèche et saturée un bal- 
lon communiquant avec un cylindre dans leijucl peut se mou- 
voir un piston. Quand on pousse rapidement le pislon clans 
le cylindre, la vapeur est comprimée, et i! se forme un nuage 
indiquant une condensation partielle. 

On peut représenter ces résultais ^énméiriquemenl. Sup- 
posons que la courbe LL [f<g. aa) soit la ligne de saturation 
de la vapeur d'eau; menons la ligne adiabalique Ait; cette 
ligne coupera la li^ne précédente rumine l'indique la figure. 
En M la vapeur est saturée et sèche; si on la comprime 
sans dégagement ni absorption de chaleur, la vapeur, comme 
nous l'avons vu, se surchauffe; la portion de gauche MA de 
la ligne adiabalique est donc située au-dessus de L. Au con- 
raire, si la vapeur se détend sans dégagement ni absorption 
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de chaleur, il y a condensation partielle, el par conséquent ta 
partie MB de la ligne adiabatique esi située au-dessous de L. 
Fi E . «■ 



Pour la vapeur d'éllior, la ligin: jdia Italique Vli' est disposée 
inversement. 

la vapeur d'eau dans les machines à détente et l'on était con- 
duit à dos résultats complètement erronés sur le rondement 
de ces machines. Supposons qu'un cylindre reçoive de la va- 
ppur saturée el sèche et qu'on supprime la commonieatïon 
avec la chaudière quand le piston n'a parcouru qu'une parlie 
de sa course, la vapeur se détend; une parlie se condense et 
dégage, en se condensant, de la chaleur qui se transforme en 
travail. C'est là la source principale (lu travail dans ces ma- 
chines. 

Considérons, par exemple, une machine à haute pression 
dont la chaudière soit à i5i degrés et le condenseur à 4°> 
et supposons la détente complète, c'est-à-dire telle, que la 
vapeur après la détente ail une tension égale à la tension 
maximum de la vapeur a 4° degrés. La quantité de chaleur 
nécessaire pour porter i kilogramme d'eau de zéro à t degrés 
et le vaporiser ensuite est 

Q = C* + L; 

si l'on remplace L par la valeur donnée par M. Regnault 
{n" 88], on a approximativement 

(lo) 0 = 606,50 + 0,305*. 

Pourf — i5a°, Q — <i53; mais comme l'eau alimentaire est 
à 4<> degrés, la dépense de chaleur pour chaque kilogramme 



de vapeur est 6i3 calories. Si la vapeur n'éprouvait aucune 
condensation partielle pendant la détente et arrivait dans le 
condenseur à l'étal de vapeur saturée sèche à :{o degrés, en se 
condensant à celle température elle abandonnerait 5-r, calo- 
ries. La différence, soil 34 calories seulement, serait trans- 
formée en travail. Le coefficient économique ne serait donc 
que ^, environ^- 

Concevons maintenant que la machine fonctionne entre les 
mêmes limites de température i5?. et 4« degrés, suivant un 
cycle de Carnol, on aura le coefficient économique 
T, - T, _ na _ m 
T, ~~ 373 -t- i5a ~" 4a5' 
environ -j- Ainsi le coeflicient économique calculé d'après 
l'ancienne théorie est quatre fois trop faillie. Ceci montre bien 
qu'une partie île la vapeur s'csl condensée pendant la détente 
et que la chaleur dégagée par celle condensation partielle a 
été transformée en travail. 

ÉNERGIE [MTÊRIECRF d'0N HiLAHUE DE LIQUIDE ET DE ÏAFEUI, 

99. Appelons U, l'énergie intérieure d'un kilogramme de 
liquide à la température T, sous la pression correspondante p,. 
On échauffe ce liquide jusqu'à la température T, sous la pres- 
sion variable p, en avant soin qu'à i liaque instant la pression 
supportée par le liquide soil égale à la tension maximum île 
la vapeur à la température correspondante. Supposons, en 
outre, qu'il ne se forme pas de vapeur, le liquide étant par 
exemple enferme dans un cylindre dont le piston se déplace 
de manière à permettre seulement la dllnl lion du liquide. 
La chaleur nécessaire â cette transformation 1 era 

De la première équation fondamentale 



àU = Ë ^m.//- f pdu. 



I la température eonsi^jiK; ; lu quantité île chaleur né- 
e pour colle volatilisation sera Lx, et, en appelant A' U 
la varialiiji] d'énergie intérieure correspondante, on aura 

ELar = A'U + p(n'-u)x, 

d'où 

A'U = EL*- p[u'~ u)x. 

La variation d'énergie intérieure du mélange est évidemment 
égale à AU+A'U; on aura donc, eu appelant U l'énergie 
intérieure de ce mélange, 

V-U,=k(lx+J T mât} ~pt,u'-u)x-j P pdu. 

Le terme U, est une constante qui dépend de la nature du 

Il est utile de modifier un peu celle expression pour en 
rendre les applications plus commodes. On a, en intégrant par 
parties, 

j F p du=pu - j£' u dp. 

En substituant celle valeur dans l'équation précédente, il vient 

U — U, = E [hx + J 1 m dl^j 

- p [« + («'—«] x] + p, u, + f u dp, 

ou bien, en remarquant que le volume " du mélange est égal 
à „ + [u'~u)x, 

[u) II-U, = e(l*+ j mdr^-pv-t-p.u,+ J'udp. 



latine caractérisés par les milices i cl • est donnée par l'é- 
q nation 

U, — U, - E (L, .c, — L, .i-,) 

Dans la pratique, on peut se conienler d'une formule ap- 
prochée plus simple. Nous avons mi que, pour les liquides, 
le coefficient »i diffère très-peu de la chaleur spécifique sous 
pression constante C, parce que la eompressibiliié est très- 
faible. D'autre part, le volume spécifique n du liquide change 
peu. En remplaçant m par C et considérant u comme constant 
cl égal à «„ on aura, avec une approximation suffisante. 

(i3j [J=lj,-i-EL:r+EC{T — T,} — p{v — u), 
l 0,-U, = E(L li r 1 -L l * l )-*-EC(T,-T,] 
l ' 4 ' | -p,v, + p, + ( p,- p. )«. 

thansfobiiation d'un mélange dk liquide et de vapeur suivant use 
ligne adiaiatiqde. — travail i>ax6 la détente. 

100. Nous avons trouvé (ti"92;, pour une transformation 
quelconque d'un mélange de liquide et uV vapeur, l'équation 

Si le mélange n'a aucune communication de chaleur avec l'ex- 
térieur pendant la transformai et pnrennsequent n'éprouve 

ni gain ni perte de chaleur, cette équation devient 



ou 




On en déduit par l'intégration 

(l5| k£-i£ = -f r ^<T, 
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108 PtEïlÈKt r\niiE. — cn.ipiThiK iv. 

.r, et x, étant les poids de vapeur ilnns un kilogramme du nié- 
lange aux u* m pé ratures T, et T,. 

Si l'on connaît le litre x x du mélange à la température T, , 
celle équation permettra de calculer le litre x, ilu mélange à 
une température quelconque T,. On pourra ensuite détermi- 
ner le volume du mélange à l'aide île la formule 



Si l'on remplace x, ps 
l'équation (la) devient 



; de l'équation (i5). 



101. Comme il n'y a ni perte ni gain de chaleur pendant 
celle Iransformulion, le travail extérieur accompli S est égal à 
la perle d'énergie intérieure U, — U,; on a donc 
( S = E|L,I, - Ux t ) 



M. i 



i appliqué ces l'ufti] iii'-s à \j ilélcnie de la va- 
peur d'eau saturée, comme elle a lieu dans les machines à 
vapeur. Considérons, par exemple, de la vapeur d'eau salU' 
rée et sèche » la température dr i 5" degrés, et prenons pour 
unité de volume le volume occupé par un kilogramme de va- 
peur dans ces conditions; on a alors /, — i5o, x, = i , v, = t. 
Le tableau suivant indique le poids de la vapeur qui rcslc, le 
volume du mélange el le travail extérieur accompli à diffé- 
rentes températures : 
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ÉTUDE DES TAPEURS. 1 OO, 

11 se produit, comme un le vuîl, une condensation de plus 
en plus grande à mesure que lu délente de la vapeur se pro- 
longe. Nous remarquons que le volume do mélange est devenu 
vingt-six fois plus grand depuis la température de i5o degrés 
jusqu'à la température de 5o degrés ; il esi impossible de pous- 
ser la délente jusqu'à celle limite. 

Si l'on calculait le volume c' de la vapeur en appliquant la 
loi de Mariotte, ei supposant qu'il n'yaii pas île condensation, 
on trouverait des nombres trop grands; c'est ce que montre 
la dernière colonne du tableau. 
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CHAPITRE V. 

.MACHINES A VAPEUR. 
Muhine idale— Machina pwllct. — Détenu Incomplète.— Perfection ne menu 

.[.' h nurhinC ;i vi|n'iir : rlij'jiiihv il ^i|.i'iir <!<■ \\ :ill ; .-ni 1. 1 1 L i i [II- lu v:J|l.-ur 

Miri'lrLulIrr ; ni:i<'liiiir* ll il L -n> !ii|uiilre- 



102. Considérons d'abord une machine idrale fonctionnant 
suivant un cycle do Carnot, t't qu'on peut fit; figurer do la ma- 
lin même cylindre remplirait à la fais le rôle de chaudière, 
de corps de pompe ei de condenseur. Imaginons que dans le 
cylindre existe un poids M d'eau à la température Ti el sous In 
Fig. il, 

v 



pression correspondante />,; la chaleur fournie par le foyer 
transforme une partie de celle eau en vapeuro la température 
constante T,; celle première phase de l'upération esl repré- 
sentée par- une ligne isotherme Ait, parallèle;! l'a\e Oc, puisque 
la tension de la vapeur esl constante. On laisse ensuite la dé- 
tente s'opérer suivant une ligne adiabalique BC, jusqu'à la 
température T,. Pendant la troisième phase, on comprime le mé- 
lange à la température constante T,, suivant la ligne isotherme 
CD, cl l'on peut supposer que le cylindre esl alors entouré 



Diïtizod bv Ci 



■AOIirHES A VAPEUR. III 

d'eau froide à la température T„ Enfin on comprime de nou- 
veau suivant la ligne adiabalique DA, de manière à ramener le 
mélange à son état primitif A. 

Le long de la ligne isotherme AH, une portion M x, du liquide 
s'est transformée en vapeur, et la source a fourni pour cela 
une quantité Q, de chaleur donnée par l'équation 

Q s = L, Mx, = ML,i,. 

De B en C, le mélange se détend sans gain ni perle de cha- 
leur, cl si l'on appelle x, la fraction de vapeur qui reste à 
l'élal.C, on aura, d'après l'équ;ilion (iS) du n° 100, 

L.-r, L,*-, /" T -m 
(.) _ = _- f .j^ f dT. 

Cette équation permet de calculer x,\ on connaîtra donc l'état 
du mélange au point C. 

Suivant la ligne isotherme CD, une nouvelle quantité de va- 
peur se condense à la lempéraiure constante T,, et si l'on 
appelle x' la fraction de vapeur qui reste au point D, la quan- 
tité de chaleur Q, dégagée sur le réfrigérant sera exprimée par 
l'équation 

Q t s=ML t (*i — m'}. 
(Juant à la valeur de x', elle sera déterminée par la condition 
que le mélange revienne du point D au point A, c'est-à-dire à 
l'état primitif, en suivant une ligne adiabatique. Il faut pour 
cela que l'on ait, en remarquant qu'au point A la valeur de x 
est nulle. 



(a) 




La fraction x, de vapeur qui a été produite est donnée arbi- 
trairement, et l'on peut calculer toutes les autres quantités en 
fonction de celle-là. En retranchant l'équation [a] de l'équa- 
tion (t), on obtient 



La valeur de Q, peut donc s'écrire 
Q, = ML,*, 

La quantité de chaleur convertie en travail est Mors 
Q,-Q,= Mi.,r,Î^L. 

On voit d'abord que le coefficient économique a pour ex- 
pression 

0>_-Q, _ T,-T, 
Q, ~~ T, ' 
ce qui devait être, puisque la machine fonctionne suivant on 
cycle de Carnot. 

Le travail extérieur effectué par la machine esi 

S = MEL,x, I'~ T| - 

Tel est le travail effectué par un poids Mx, de vapeur. Pour 
un kilogramme de vapeur, le travail sera 

(3) S = EL,ï^i 

c'est là le maximum de travail que puisse produire un kilo- 
gramme de vapeur entre des limites de température données. 

On n'a pas encore réalisé de machine à vapeur dont le jeu 
s'effectue suivant un cycle de Carnot. Nous allons étudier 
maintenant les machines réelles. 

■achihis Milles, 

103. Considérons d'abord une machine à double effet et ii 
condensation, fonctionnant avec une chaudière à la tempéra- 
ture /i et un réfrigérant à la température /,. Appelons x, le 
titre de la vapeur mélangée de gouitelencs liquides qoe 
foornil la chaudière, p, la pression correspondante et M le 
poids du mélange employé à chaque coup de piston. Ce mé- 
lange arrive à la partie supérieure du piston et agit à pleine 
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pression pendant une partie de la course A' U'; alors, par le jeu 
du tiroir, la communication du corps de pompe avec la chau- 

Fij. »i. 




dière est iiilerrompiie, el la vapeur se détend pendant que le 
piston marche de B' en IV. Nous supposerons la détente com- 
plète, c'est-à-dire que la pression p, de la vapeur au point C, 

correspond à la température /, du condenseur. 

Pour déterminer le travail produit par un coup de piston, 
nous remarquerons que la face inférieure du piston est tou- 
jours en communication avec l'atmosphère du condenseur el 
supporte la pression p,. Pendant la marche A'B', la différence 
des pressions qui agissent sur les deux faces du piston est 
pi— pr, si c, est le volume spécifique du mélange, le volume 
delà portion A'B' du corps de pompe est égal à Me; le travail 
accompli à pleine pression est donc 
Mf,(pt— />, ). 

Désignons par x, le titre du mélange au point C et par v, 
son volume spécifique: le travail accompli pendant la détente 
BC est donné par la formule ( 1 7 J du n° 101; si l'on en re- 
tranche le travail de la pression p, qui s'exerce sur la face in- 
férieure du piston, on a pour ce travail 

M |e(L,x, - L,x.) +■ /), ?, — p,v, -t- E^" 'mdT 

+ j r 'udp-p,(",-i'.)]- 



|l^ PRBBIÉRE PARTIS. — CHAPITRE T. 

Le litre initial x, de la vapeur étant donné, on déterminera 
x, par réquation((5)dun°100 
L,x, L,x, 



Le volume v , est aussi connu ; car en appelant u\ le volume 
spécifique delà vapeur saturée sèche à la température T,, on a 



Si l'on remplace x t par sa valeur, l'expression du travail pen- 
dant la délente devient 



En y ajoutant le travail produit par la vapeur à pleine pression, 
on obtient le travail total 

,4) «[B^V 

Il faut retrancher de celle somme le travail nécessaire pour 
le jeu de la pompe alimentaire 1), qui, à chaque coup de piston, 
prend un poids M de liquide dans le condenseur à la tempé- 
rature f, et à la pression p„ et le porte dans la chaudière sous 
une pression plus élevée p,. Désignons par H la pression at- 
mosphérique, le travail nécessaire pour soulever le piston de 
celle pompe sera 

M(H-,,)«, 

et, pour refouler le liquide dans la chaudière, il faudra encore 
dépenser un travail égal à 

M{j>,- H)u. 

Le travail nécessaire au jeu de la pompe alimentaire est donc 
HO,-,.)»- 



MACHINES A VAPEUR. Il5 

Comme le volume spécifique du liquide ir change Ires-peu, 
on a sensiblement 

Ulp,~p,)u = 1lJ'' , udp. 

Par suite le travail disponible à chaque coup de piston sera 
en définitive 

(5, S = ME[L,»,ï^ +J f\,(,-P) rf T]. 

101. On aurait pu obtenir ce travail, en évaluant la quantité 
de chaleur disparue pour chaque coup de piston, l e foyer 
fournit d'aburd une quantité de chaleur égale a MC(T,— T.) 
pour porter l'eau de la chaudière de la température T, à la 
température T, sous la pression />,; uni; fraction x, de ce li- 
quide est ensuite transformée en tapeur .i la même pression, 
ce qui e*ige une quantité de chaleur égale à ML, x„ La cha- 
leur totale Q, fournie par le foyer est donc 

Q,=ML J »,-t-MC{T,— T,}. 
Après la délente, le mélange est à la température T, et ren- 
ferme un poids M(i — x,) de liquide qui n'éprouve aucun 
changement, et un poids Ma:, de vapeur qui se liquéfie dans 
le condenseur et dégage une quantité Q, de chaleur égale à 
ML, *i. La quantité de chaleur transformée en travail est donc 

Q 1 -Q, = M[L,*,-L,* 1 +C[T,-T 1 )]. 

Nous avons vu déjà que pour les liquides ou peut remplacer 
sans erreur sensible C par m, nous écrirons alors 

C(T : -T,)= J 'mdl. 

En substituant cette valeur dans l'équation précédente, et 
remplaçant x, par sa valeur, on a 

On retrouve ainsi la formule (5). 

8. 
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Dans cette machine, le coefficient économique a pour valeur 

o,- 0 , '-v-.C- v« 

et on peut le mettre sous la forme 

Q,-Q, _ T,-T, Jt, \T f./ 

Q, ~ T, 7T, " 



On voit que le coefficient économique est plus petit que si la 
machine fonctionnait suivant un cycle de Carnot; l'imperfec- 
tion du jeu de la machine donne lieu à une perte de travail. 

On voit encore qu'il y a avantage à employer de la vapeur 
sèche; car en faisant x,= i,on diminue le second terme, elle 
coefficient économique se rapproche de la valeur maximum. 
Nous supposerons, dans tout ce qui suit, que la vapeur fournie 
par la chaudière est saturée, mais sèche. 

105. Soit, par exemple, une machine dont la chaudière est 
à la température de i5o degrés et fournit de la vapeur sèche, 
et dont le condenseur est à So degrés. Dans ces limites de 
température, le coefficient économique maximum est 

T.-T, .00 ,, 



Dans la machine que nous avons considérée, le travail produit 
par un kilogramme de vapeur sèche, d'après l'équation (5), est 

<•> 9=E [ u! Tr !+ X , '"('~')"]- 

En remplaçant ni par In chaleur spécifique C que l'on suppose 
constante, ou obtient une formule plus simple et suffisam- 
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menl approchée pour la pratique: 




= i3a E. 



la quantité de chaleur fournie par le foyer est 
Q. = C [T, — T, ) + L, — 6oa. 



Le coefficient économique est ^ — 0,119. L'i 
du cycle le diminue de 0,017. 



iperfeclion 



TIÊTENTH T COMPLÈTE. 



106. Dans ce qui précède, nous avons supposé la délente 
de la vapeur complète, depuis la température de i5o degrés 
de la chaudière, jusqu'à la température 5o degrés du conden- 
seur, et, dans ces conditions, le volume final de la vapeur, 
comme nous l'avons vu (u" 101 ), serait vingt-six fois le vo- 
lume primitif. Dans la pratique, on est loin d'utiliser toute la 
détente; le volume final de la vapeur ne dépasse guère quatre 
fois le volume primitif; il résulte de là une nouvelle perte de 

Supposons donc qu'on arrête la détente au point V(fig. a4), à 
la température T'; la vapeur, ayant alors une tension p' supé- 
rieure à p, , se précipite dans le condenseur; la perle de tra- 
vail est figurée par l'aire FCG; c'est la portion du travail de la 
détente qui n'est pas utilisée. Appelons <J le volume spéci- 
fique en F et le litre du mélange ; d'après l'équation ( 17) 
du n" 101, le travail de la détente incomplète BF, diminué du 
travail de la pression p, qui s'exerce sur la face inférieure du 
piston, est 



Si l'on remplace x' par sa valeur, donnée par l'équation 
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on a 

En y ajoutant le travail à pleine pression et retranchant le tra- 
vail nécessaire au jeu de la pompe alimentaire, on obtient le 
travail disponible 

? ( +(/>'- P ■ )!"'-« ) + *fj' *(i-y)' /t ]' 

La valeur approchée du travail disponible fourni par un kilo- 
gramme de vapeur sèche est donc 

S = e[l,!^ + Àfp'- /»,){✓- h] 

+ C(T,-r)-cr]ogJ]. 

Supposons que, dans la machine que nous avons prise 
comme exemple, la détente cesse à la température de ioo de- 
grés; le volume de la vapeur à la fin de la détente est environ 
quatre fois plus grand qu'au commencement; l'équation pré- 
cédente donne S=gi|E. La détente complète donnait S=i 3a E; 
la perte de travail due à l'imperfection de la déLentc est donc 
33 E, c'est-à-dire un quart du travail total que l'on obtiendrait 
avec la détente complète. 

PERFECTIONNEMENTS DE LA MACHINE A VAPEUR. — CHEMISE A VAPEUR 

107. Walt a imaginé d'entourer le corps de pompe d'un 
deuxième cylindre dans lequel passent les gaz du foyer, après 
avoir échauffé la chaudière, et avant de se rendre dans la che- 
minée; ces gaz fournissent de la chaleur à la vapeur et em- 
pêchent la condensation qui a lieu habituellement endant 
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la détente. On évite ainsi 1a formation dans le corps île pompe 
de l'eau de condensation, qui gène la marche du piston, et le 
rendement esi augmenté sans qu'il soii nécessaire d'augmen- 
ter la dépense de combustible. 

Supposons que les jiaz du foyer maintiennent constamment 
la vapeur à l'état de vapeur saturée sèche, et calculons le tra- 
vail disponible dans ces conditions. . 

Si l'on emploie un poids M de vapeur pour chaque coup de 
piston, il faudra d'abord une quantité de chaleur égale à 

tij' 'Cdl pour élever l'eau de la température T, à la tem- 
pérature T : , puis la quantité MI-, pour la vaporisation à la 
température T,, et enfin la quantité J m'dl pour mainte- 
nir la vapeur sèche de la température T, à la température T,. 
La quantité totale de chaleur Q, fournie par le foyer est donc 




ou bien 

Q, = Mjj" 'cdT+l. : + j '{-m')dT^- 

La vapeur arrive alors sèdic au condenseur, et la quantité de 
chaleur qu'elle lui fournil est 

Q, = ML,. 

La quantité de chaleur transformée en travail est donc 

q,-q, = m[l,-l 1 -i-£ ' Cd ' r+ f^ '(-»')«]■ 

Si l'on remplace C par m, comme nous l'avons Tait jusqu'ici, le 
travail produit par un kilogramme de vapeur a pour valeur 

S=e[l,- L, + y T '(m — m'Jrfïj. 

On peut simplifier celle expression a l'aide de l'équation (|3,) 
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de M. W. Thomson (n"9i), 

</L L 

on en déduit 

f \m - m')d1 - - ; L, - L,) +jf £ dT, 
et, par suite, 

(S) S = E^ T 'irfT. 

On a, d'après les expériences do M. llognault, 

L = 6o6,5o - 0,695 1 = 79 6,a5 - 0,695 T, 

d'où 




el, en remplaçant dans la formule (9), 

(10) S=E[7o6, 9 5Iog£-o,695(T,-T ( )]. 

Si l'on applique cette formule à une machine fonctionnant 
avec une chaudière à i5o degrés et un condenseur à 5o de- 
grés, on trouve S = 1 44 E. La machine ordinaire, fonctionnant 
entre les mêmes limites de température (n" 105), donne i3iE; 
le Bénéfice csl 12E. Avec cette modification de Wall, le foyer 
fournit sans doute à la vapeur une plus grande quantité de 
chaleur; mais avec la môme dépense de eomhusiible, le tra- 
vail a élé augmenté de ~j de sa valeur, el le corps de pompe 
a éle débarrassé de l'eau de condensation. 

EMPLOI DE LA TAPEUB SURCHAUFFEE. 

108. Dans les machines qui précèdent, nous avons supposé 
que la vapeur était toujours saturée, en arrivant dans le corps 
de pompe et pendant la délente. Pour augmenter le coefficient 
économique, il faudrait porter la chaudière à une irès-haule 
température; mais la tension de la vapeur d'eau croît si rapi- 



DigitizGd t>y Google 



MACHINES A VAPEUR. 1*1 

dément quand la température s'élève, que l'on est bientôt 
arrête par le défaut de résistance des chaudières. On évite 
cette difficulté en employant de la vapeur surchauffée; on peut 
alors élever la température sans augmenter outre mesure la 
tension de la vapeur. La vapeur, en sortant de la première 
chaudière, passe dans une deuxième chaudière, où elle est 
échauffée par les gaz qui ont déjà servi à chauffer la première 
chaudière; la pression de la vapeur ne change pas parce que 
les doux chaudières restent constamment en communication, 
et il n'en résulte aucune nouvelle dépense de combustible. 
Cette vapeur surchauffée se rend dans le corps de pompe où 
elle travaille d'ahord à pleine pression, puis se détend et se 
rend au condenseur. 

Soit E (Jig.iS) l'étal de l'eau qui arrive dans la première 
chaudière à la température T, du condenseur et sous la pres- 
fi B . 



sion elle est d'abord échauffée tout en restant liquide jus- 
qu'à la température T, et passe à l'état A en changeant très- 
peu de volume; alors elle se transforme en vapeur saturée 
sèche à la même pression p, et arrive à l'état A,. Ensuite la 
vapeur passe dans la deuxième chaudière où les gaz du foyer 
réchauffent sous pression constante jusqu'à la température T',, 
et l'amènent à l'étal B. La quantité 0. de chaleur fournie par 
le foyer pendant ces trois transformations est 

Q. — M [f r 'c<il -t- L, + J ' C'</tJ ■ 

Enfin la vapeur se rend dans le corps de pompe, travaille, et 
se détend de la pression p, à la pression p t du condenseur sui- 
vant la ligue adiabatique BC. Quoique d'ahord surchauffée, 
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la vapeur devient bientôt saturée pendant la détente; elle se 
condense ensuite partiellement, et se trouve au litre x, quand 
elle arrive au condenseur, où elle se liquéfie. L'eau est alors 
à l'élat 1), el le jeu de la pompe alimentaire, qui la porte dans 
la chaudière, l'amène à l'état primitif E sous la pression p t , 
suivant une ligne adiabatique DE qui est sensiblement une 
droite parallèle à op, puisque le changement de volume est 
irès-laible. 

La quantité de chaleur dégagée sur le condenseur est 

Q. = ML, x, , 

el la chaleur transformée en travail 

Q,_ Q, = m[l, - L,x, +y T *CrfT+J" "CrfTj. 

Pour déterminer le lilre linal x, de la vapeur, nous appli- 
querons l'équation 




vraie pour loul cycle fermé (n* 68). Dans le cas actuel cette 
équation devient 




Un en déduit 

Ux, L, f T 'C f r .C „ 

En portant cette valeur de *. dans l'expression de la chaleur 
transformée en travail, il vient 

Q,-Q, = M[L,I^-i' 

*j6v--*m>("-vM 



MACHINES A VAPEUR. Il3 

Le travail produit par un kilogramme de vapeur est donc 




Dans la machine ordinaire nous avons trouvé (if 105)^ 

En remarquant que m est à peu près égal à C, on voit que 
dans la machine à vapeur surchauffée il y a un bénéfice de 
travail égal à 

(.=1 s-.«,=EjT r v(.-$*r). 

Supposons que, la première chaudière élanl à i5o degrés ei 
le condenseur à 5o degrés, comme précédemment, la va- 
peur soit surchauffée jusqu'à 3oo degrés et qiie la détente 
soit complète. La chaleur spécifique C de la vapeur surchauf- 
fée est encore mal connue; nous la supposerons constante cl 
égale à o/ t 8o5. On trouve alors ar, = 0,771, S - & = a3E, d'où 
l'on déduit S = i55E. On voit que, sans dépense nouvelle de 
combustible, le rendement de la machine est augmenté du 
sixième de sa valeur. Aussi l'emploi de la vapeur surchauffée 
est-il l'un des perfectionnements les plus importants qui aient 
été apportés à la machine à vapeur. 

MACHINES A DEUX LIQUIDES. 

109. Il est important, comme nous l'avons vu, pour le ren- 
dement de la machine, que les deux températures TjeiT,, 
entre lesquelles elle fonctionne, soient, l'une aussi élevée, 
l'autre aussi basse que possible, et que la vapeur opère sa dé- 
tente complète de l'une à l'autre. Mais cette dernière condi- 
tion exigerait que la machine eût des dimensions impossibles 
à réaliser. On a essayé de résoudre la difficulté en employant 



deux liquides très-inégalement volatils, par exemple l'eau ei 
l'élher. La machine est double; la vapeur d'eau produite dans 
la chaudière par la chaleur du foyer à la température T, se rend 
dans un condenseur, qui est à une température T intermé- 
diaire entre T, et T, ; la chaleur dégagée dans ce condenseur 
sert ensuite à vaporiser l'élher; la vapeur d'élher, produite à 
la température Y, pousse un second piston et se rend dans un 
second condenseur à la température T,. Le premier conden- 
seur joue le rôle de foyer pour la machine à éiher. Or on peut 
choisir la lempéraiure intermédiaire T' de manière à rendre 
possible la déisme complète de la vapeur d'eau entre les tem- 
pératures T, et T' et celle de la vapeur d'élher de T'à T,. 

Au point de vue théorique, une machine à deux liquides se 
comporte exactement comme une machine à un seul liquide 
fonctionnant entre les mêmes limites de température T, et T.. 

Supposons les machines parfaites, c'esl-à-dirc fonctionnant 
suivant des cycles de Carnot. Dans la première machine, fonc- 
tionnant entre les températures T, et T', le foyer fournit une 
quantité de chaleur Q„ dont une partie 




est transformée en travail; l'autre partie. 




si: dégage dans le premier condenseur cl sert de foyer à la 
seconde machine. Celte nouvelle quantité de chaleur Q' se di- 
vise en deux parties; l'une 

■T— T, 
v j, 

esl transformée en travail, l'autre 



se dégage dans le deuxième condenseur el esl définitivement 
perdue. 
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La quantité totale do chaleur loiisfnnni-r en travail est donc 
T,-T' , n , T — T, n T,-T' n T'-T,_ A T.-T, 

Ui — ^ — *- y — p — - y> — q; h Ui — y — — v> — ;p — ■ 

La chaleur perdue est 

Les résultats sont exactement les mêmes que si l'on avait 
employé une machine unique fonctionnant suivant un cycle 
de Carnot entre les deu\ températures extrêmes T, el T, des 
deux machines accouplées. 



ia6 
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CHAPITRE VI. 

ÉCOULEMENT DES FLUIDES. 



110. Imaginons deux cylindres communiquant ensemble, 
In section du premier cylindre étant très-fsnmde par rapport à 
relie du second (Jig. 26). Supposons que deux pistons A et B 



Flg. j6. 




se meuvent dans ces deux cylindres, et qu'une certaine masse 
de fluide soit enfermée entre eux. Il y aura écoulement du 
grand cylindre vers le petit, si la pression p„ exercée sur le 
Huide par le piston A, est supérieure à la pression p, 
qu'exerce le piston B. Appelons v, le volume spécifique du 
fluide dans le grand cylindre et T, sa température, à une assez 
grande distance de l'ouverture; v, et Ti le volume spécifique 
et la température dans le petit cylindre. Soient encore ti; etir, 
les vitesses de translation du fluide dans les deux cylindres, 
et considérons l'état des choses lorsque l'écoulement est de- 
venu régulier. 

Appliquons à la masse totale de fluide en mouvement le 
théorème des forces vives. Au temps (, cette masse occupe le 
volume AH; au temps t-hdi, le piston A étant venu en A', 
le piston B en B', la masse fluide occupe le volume A' B'. 
Écrivons que la variation d'énergie totale est éjjale à la somme 
des travaux des forces extérieures (n° 26). Si l'on compare 
la masse fluide dans ses deux positions AB, A' B', on re- 
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marque que les parties qui occupent dans les lieux cas le 
volume A'B sonl dans le même élat cl par conséquent ont la 
même énergie; la variation de l'énergie est donc la différence 
entre l'énergie de la masse BB' el celle de la niasse AA'. Ap- 
pelons dm les poids des masses égales AA', BB'; désignons 
par Ui l'énergie intérieure de l'unité de poids de fluide à la 
température ï, et sous la pression p, , par U, celle qui se rap- 
porte à la température ï, et à la pression p„ L'énergie totale 

de la masse AA' sera exprimée par dm -+■ U,J, celle de la 

masse BB' par dm ^^ + U, J; la variation d'énergie de la 
masse totale de fluide en mouvement est donc 

'•(?,+*■)-<•{?,+*)■ 

D'autre part, le travail dos pressions est p, v, dm — p, v,dm. 
L'équation des forces vives devient ainsi 

dm + U, — U,^ = />, v, dm — p,v,dm, 

(') ^ïrP =P'*--P'<''-W,-V.). 

Cette équation suppose qu'il n'y a pas eu de communication 
calorifique avec l'extérieur. 

111. Le changement d'état du fluide s'opère entre une cer- 
taine surface courbe abc située dans le grand cylindre et une 
surface plane de dans le petit cylindre; une molécule du fluide 
suit une ligne telle que hk , normale à ces deux surfaces. 
Considérons donc une masse infiniment petite m de fluide, 
se mouvant suivant la ligne hk; la pression extérieure qui 
s'exerce sur cette masse m n'est pas la même tout autour; elle 
est plus grande à gauche qu'à droite ; c'est là ce qui produit 
l'accroissement de son énergie sensible Étudions main- 
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tenant le mouvement intérieur de la masse m, c'esl-à-dire son 
mouvement relatif à son centre de gravité; nous savons 
que le théorème des farces vives s'applique au mouvement re- 
latif au centre de gravité. Si la pression extérieure qui s'exerce 
sur la surface de la masse m était uniforme, le travail de ce lté 
pression dans le mouvement relatif serait — mgpdv; celle 
pression n'est pas uniforme, mais la différence qui en résulte 
est une quantité petite d'ordre supérieur et par conséquent 
négligeable. Si donc nu désigne par nigdQ la quantité de cha- 
leur que reçoit la masse m dans le temps ilt, le théorème des 
forces vives appliqué au mouvement intérieur de celle petite 
masse (n"28) donnera l'équation 

mgdV — mg-E </Q — mgpdv, 

ou 

[a) dQ = \{dV + pdv), 

C'est la première éqiialinn fondamentale ( n° 38 ). Nous admet- 
trons que la même relation ? ( T, t'. p) — o, entre les trois 
quantités qui carac té lisent l'étal intérieur de la masse m, sub- 
siste, que celle masse ait ou n'ait pas de mouvement sensible. 
Il est évident que la seconde équation fondamentale { a" G7 ) 

subsistera également, fi étant une même fonction de deux va- 
riables indépendantes. Il en résulte que toutes les consé- 
quences que nous avons déduites de ces deux équations fon- 
damentales s'appliqueront à la transformation intérieure de la 
masse m, comme si celle masse n'avait pas de mouvement 

Dans le C3S actuel, nous supposons que le passage de la 
masse m du point h au point k s'opère dans un temps assez 
court pour qu'il n'y ait aucun échange de chaleur entre celte 
masse m et la masse environnante; </Q étant nulle, l'équa- 
tion (o) se réduit à 

dU-hpdv = o. 
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Ecoulement des fluides. r?.q 
On en déduit, fin intégrant du point h au point i, 

(s) f '',,<!<; 

et, en remplaçant II, — II, par sa valeur dans l'équation (1), 

Si l'on intégre le dernier lerme par piiTiics, celle équation sp 
simplifie ei devient 

,3, -fy P =jy p . 

Le volume y, qui enln' sous l'intégrale, est nue fonction de 
la pression /), donnée par celle condition que la transformation 
du fluide s'opère suivant une ligne adiabatique, c'est-à-dire 
sans communiciiiinn ''alnrilique avec l'extérieur. 

ECOULES EUT D*DM LIQl'IDE. 

112. Appliquons ces résultats à l'écoulement d'un liquide 
regardé comme incompressible; le volume v est alors con- 
stant, et l'équation (3 ) devient 

(4) ^^■ = (p l -p,) v . 

Supposons que la section du cylindre suit li es -grande par rap- 
port à celle du tube d'écouleineni, la vitesse «>, sera irès- 
petïte el négligeable, ce qui réduit l'équation à 

(5) '^ = {p, -,,,),: 

On arrive ainsi à une formule bien connue d'hydrodynamique 
qui renferme la loi de Torricelli sur l'écoulement des liquides. 

écoulement d'or gaz parfait. 

113. Pour étudier l'écoulement d'un gaz, il sera plus com- 
mode d'employer l'équation (1), parce que l'on connaît la vn- 

9 
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leur de l'énergie intérieure. On a, en effet, pour les gaz [n u 51}, 
U,-U, = Ec(T,-T,), 
p,i>> = xp.v.T>, 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (i), il vient 

ïi^ = («^«+B.)(T,-E). 

On a d'ailleurs (n° 46) 

,p.,. = EtC-,); 

on en déduit 

(6) - > . r: . ' v ' . = ec (T, - Ti). 

On ne connaît pas ordinairement la température T, dans le 
tube d'écoulement, mais on peut la calculer en fonction de la 
pression p, qui est connue. On a, pour un gaz parfait (n° 50), 
l'équation générale 

P' " c = *• 

Comme la transformation du gaz a lieu dans le cas actuel sui- 
vant une ligne adiabatique, la valeur de jt est constante, et l'on 
peut écrire 

p<\ v r ; = p", fj. 

On a aussi 

<^ = % 

p,,, T,' 
de ces deux relations on déduit 



Cette équation (7 ) fera connaître la valeur de T,; en substi- 
tuant cette valeur dans l'équation ((i) on aura la vitesse d'écou- 
lement w,. 
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Lorsque la vitesse est négligeable, l'équation (6) se ré- 
duit à 

(8) ^ = EC(T,-T,). 

114. Application numérique. — Appliquons celte formule 
à l'écoulement d'une masse d'air qui sort d'un vase où la 
température est de 3o degrés et la pression d'une atmosphère 
et demie, et qui se rend dans l'atmosphère. On a alors 
3 

f, — 3o°, /», = -aim., p, — t.alm. 
C = o,a375, c = o,i684, C — c — 0,0791. 
En substituant ces valeurs dans l'équation ( 7), il vient 

T*= U3? 

ou 

(.=-4°. 

La formule ( 8 ) donne alors 

m = 258». 

On voit que dans ces conditions l'écoulement du gaz est ac- 
compagné d'un grand abaissement de température et qu'il a 
lieu avec une vitesse considérable, ^58 mètres par seconde. 

US. Considérons encore deux vases A et B {fig. 27) com- 
muniquant à l'aide d'un tube fermé par on robinet, et remplis 



d'un même gaz dans des conditions différentes, et étudions 
le phénomène qui se produit quand on ouvre le robinet qui 
les sépare. 

Appelons V, le volume du ballon A, M, le poids de gaz 
qu'il renferme d'abord, e, le volume spécifique de ce gaz, 
9- 
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y>! sa pression, T, sa température; appelons Y„ Mi, «',, p,, les 
mêmes quantités relatives au ballon B. 
Supposons /»i>7>. et considérons l'étal des choses au mo- 

vase B, Le poids du gaz renfermé dans le ballon A est alors 
M,— M, 01 son étal est caractérisé par les valeurs v\, p\, T, ; 
le ballon It renferme un poiils M,-t- M de gaz dont l'étal est 
caractérisé par les valeurs <-',, p\, T,. Toutes ces valeurs nou- 
velles sont des fondions du poids M de gaz écoulé ; il s'agit 
de les déterminer. 

Le poids M, — M de gaz n'occupait d'abord qu'une partie du 
ballon A; ce paz s'est ensuite dilaté de manière à occuper le 
volume tout entier V,, sans ronmiuniraiion de clialeur avec 
l'extérieur. On a donc, pour la transformation de cette masse 
de gaz, t|ui s'effectue suivant une lijjne adiabalique, l'équation 




v. M, - M 

t', ~ M. ' 

et. par suite, 

, . p\ /M,-M\ 7 

celle équation donne la pression p\ dans le ballon A. 

Pour déterminer la température T,, nous remarquerons 
qu'on a encore, pour la même transformation, 
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T, \ M, } 
Les équations (g) ol [ 10] déterminent complètement l'étal du 

Dans le second ballon If, il y a un poids M, ■+ M de gaz for- 
mant un môlun^r homogène. L'énergie tutale de la niasse en- 
tière de gaz renfermée dans les denv ballons n'a pas changé 
pendant l'opération, puisqu'il n'y a pas eu de travail extérieur 
accompli; celte condition permettra de déterminer l'état du 
gaz dans le ballon If. On a en général, pour l'unité de poids 
d'un gaz { n" 51 ), 

q^U,+ EcT. 

En écrivant que l'énergie totale est la même au commence- 
ment et à la (in de l'opération, on obtient l'équation 

M,(i;.+ EcT,)+M,(U,+ EcT,) 

= [Mi — M H U.H- EcT, ) 4- (M,+ M )( (J.-t- EcT, ). 
ou bien 

M.T,+ M,T,= (M,- MJT, +(M,-t- M)T,. 

Si l'on remplace T, par sa valeur tirée de l'équation (io), on 
en déduit 

l'our calculer la valeur de nous nous servirons de l'é- 
quation 

/<>', _t, 
/...-. ÏT 




On a d'ailleurs 

v, _ M,+ M 
— M, ' 



d'où 

(10) 
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ce qui donne 

p, _ M,-t-M V, 
p~, ~ M, X T. ' 

ou bien, en remplaçant T. par sa valeur tirée de l'équation ( 1 1). 

Les équations (io), [n), (1a) foin connaître l'étal du fraz 
dans les deux ballons eu foui-lion du poids M de gaz qui s'est 

HO. L'écoulement cesse quand les pressions p\ ci p' : dans 
les deux ballons deviennent égales ; on a alors, en égalant les 
valeurs de ces deux pressions, 

/M,-M\ 7 i M, T, T /H,-M\"l! 

Celle équation permet de calculer le poids M du gaz écoulé. 
Comme on a 

cl 

M, _ V, v, 
M, ~ V, 

il en résulte 

M, T, _ V,p, 
M,T, ~ Vfp,' 

Si l'on substitue celte valeur dans l'équation précédente, il 
vient 




on en déduit 



(.Oin.OluM- DES FLUIDES. 

et l'équation f 10) devient 

r, 



(-4) 



Lp.(v, + v,jJ 



117. Pour appliquer ces formules au cas où l'écoulement 
s'opère du vase A dans l'atmosphère, il suffit île supposer que 
le volume V, du vase B est infini, ainsi que la masse M,. Les 
équations (i3) et (i4) se réduisent à 



et l'équation (i i) à T, = T., résultat évident à priori. 

application numérique. — Supposons que le volume V, ilu 
ballon A soit de 1 mètre cube, et qu'il renferme de l'air see à 
la température de 3o degrés, sous la pression de 5 atmo- 
sphères; le poids du gai est de 5 kil ,8a5u. L'écoulement cesse 
quand la pression dans le ballon est de i atmosphère; on a 
alors 



T, = 190", d'où t, = -83«. 

L'écoulement du gaz est donc accompagné d'un abaissement 
cmi-idi'iaUe de température. 

118. Nous pouvons maintenant étudier plus complètement 
l'une des expériences par laquelle M, Joule a démontré que 
le travail intérieur est négligeable dans les gaz ( n° 54]. Sup- 
posons que le ballon A soit plein de gaz el le ballon B vide; 
il suflil alors de faire dans les équations générales 



Il n'y a pas lieu d'attribuer au ballon vide une température 
initiale. La notion de température suppose essentiellement 



l'eiistence d'une matière i i ■ ■ 1 1 1 ~- 1 > 1 1- ; dans la tbéoric des on- 
dulations, l'étlicr libre est considéré comme un milieu parfai- 
tement élastique, servant à transmettre les ondulations: dès 
que l'onde esl passée, l'étlier revient au repos; ainsi on regarde 
l'étlicr libre comme un milieu jouissant de la propriété de 
transmettre intégralement la force vive émise par la source, 
sans en rien retenir pour lui-mime. 

L'équation (i3) détermine d'abord le poids M du gaz qui 

i in en déduit 




et les équations (y), [10) et ( 1 1 ) deviennent 




On voit que la température finale I", dans le ballon A qui 
renfermai! le gaz, est inférieure à la température initiale T, , 
et que la température linale T. du ballon vide B est plus éle- 
vée que T,. L'écoulement du gaz a été accompagné d'un re- 
froidissement dans le ballon A. 

119. Comme dernière application, supposons que le bal- 
lon B soit ville d'abord et qu'on le mette en communication 
avec l'atmosphère; il sufliia de regarder le ballon A comme 
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infini cl dft faire dans les formules du numéro précédent 
M t = ao, V,— as. Les équations (i8) et [19) se réduisent à 
p\ = p',=zp„ T, = T,, résultats évidents il priori. Avant d'in- 
troduire dans l'équation (17) les hypothèses particulières à la 
question actuelle, il faut la transformer; on a v, = ^~, ou 
V, 

M, = — ■ Si l'on remplace M, par sa valeur, l'équation devient 



si l'on développe cette expression en série, il vient 



Le volume V, étant inlini. le second membre se réduit à son 
premier terme, et l'on a 

c V, 

(«1 « , ,•• 

L'équation (?.o) 



présente la même difliculié que la précédente. On peut l'é- 
crire 







et, en développant le second 




□ igilizedfay Google 



|3S PHÈNLËRB P1RTIB. — CHAP1TRB VI. 

Homme M, est infini, celle équation se réduit à 
C 

[«) T >=j J >- 

A ' ppl'tcat'wii numérique. — Supposons que la température 
de l'atmospbère soit de 20 degrés, on aura T, = 2;3-i- 20= 293, 
el, en vertu de l'équation (22), T, = 4i3 ou — iifo degrés. 
Ainsi la rentrée brusque de l'air dans le vase B produit une 
grande élévation de température. 

120. Celle dernière expérience donne un moyeu très-simple 
de déterminer le rapport des chaleurs spéciiiques; on déduit, 
en effet, de l'équation (2a) 

(,3, S=$. 

Mais comme [a température T. est difficile à observer, on pré- 
fère recourir à une mesure de pression. Si l'on ferme le robi- 
net aussitôt après la rentrée du gaz, on enferme dans le vase B 

atmosphérique /j, ; si on laisse ensuite refroidir ce gaz jusqu'à 
la température T, de l'air ambiant, sa pression s'abaissera jus- 
qu'à une pression p' inférieure a />, ; comme le volume spéci- 
lique du gaz reste le même, on a 



et l'équation ji3) devient 



121. Considérons, comme nous l'avons fait pour les Ou Ides 
en général, deux cylindres A el B {Jig. 28) fermés par des pis- 
tons Cl renfermant un mélange de liquide et de vapeur qui 
s'écoule du cylindre A dans le cylindre B. Appelons x, le titre 
de la vapeur dans le premier cylindre, le titre dans le tube 
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d'écoulement. Nous admettons que la vapeur ne se surchauffe 
pas pendant l'écoulement; on verra plus loin que celte hypo- 
thèse est conforme à l'expérience. 



La transformation s'opéra cuire deux surfaces itab, de, Irès- 
voisines de l'ouverture; si l'on considère une petite masse ni 
décrivant la trajectoire fik, d'après ce que nous avons dit 
(n° 111), on peut appliquer à !a transformation intérieure de 
celte masse toutes les formules qui ont été établies dans le 
Chapitre précédent pour l'étude de la transformation d'un nié- 
lange de liquide cl de vapeur. Comme nous admettons que le 
passage de la masse m du -point h au point k s'opère dans un 
temps assez court pour qu'il n'j ait pas communication de 
chaleur entre celte masse m et la masse environnante, nous 
emploierons les équations (i5) et (16) du n" 100, 
L,x, _ U. 
T, T 
Ti — T, 



U, - U, = EL, 



= -J,>' T ' 
+ B fJ' m ( ,- t) J 

En remplaçant U, — U, par sa valeur dans l'équation générale 

(■) 2t|ïl= P ,»,- P ,e,-[U,-U,), 

que nous avons trouvée (n" 110) pour l'écoulement des (lu ides, 
on obtient l'équation 
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Si la section du vase A csl assez grande pour que In vi- 
tesse if, soit négligeable, celle équation devient 



e/\,(,-^),t + J-\«. 



Dans la pratique, on peut regarder le volume spécifique u ilu 
liquide comme constant, et remplacer le coefficient m par la 
chaleur spécifique C supposée constante, ce qui donne la fur- 
mule approchée 

j H-EC^-T.-T.logi^ + Klp.-p,]. 

Nous avons admis que la vapeur reste saturée dans le tube 
d'écoulement. Pour justifier cette hypothèse, supposons la 
vapeur saluréc cl sèche dans le cylindre A, cl soit / = i5a*a', 
p, — 5 atm., p, — i a Un. t= ta 33.j L ". La Mipcur s'écoula nt dans 
l'atmosphère, sa température /, est alors évidemment de 
100 degrés. Les Tailles d'expériences de M. Rcgnaull donnent 
pour ces températures 

L, = . l99 , 
L, r= 536. 

On a d'ailleurs ti = o,ooi; on déduit des ror nulles précé- 
dentes 

m = 534-. 

Ainsi, îiûii-seulemenl la vapeur reste saturée, mais il y a con- 
densation partielle dans le tube d'écoulement. 

122. Si la vapeur, au lieu de se rendre dans l'atmosphère 
par un long ajutage, sort du vase A par un orifice en mince 
paroi {Jif;. :>()), l'expérience apprend que le jet s'élargit Irés- 
rapidement, de sorte qu'à une petite distance de l'orifice, sur 
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une surface dÉjà grande de/ la pression devient égale à la 
pression atmosphérique p„ el la vitesse w, Irés-peliie. 11 est 
impossible qu'il v ait condensation partielle de la vapeur 



comme dans le cas précédent, Admettons en eflel <jue la va- 
peur soit saturée sur la surface de/; la température I, serait 
de 100 degrés; comme on a d'ailleurs T,>T,. les trois termes 
i|ui composent le second membre de l'équation {?(>) étant 
positifs, ii', aurait nécessairement mie valeur assez grande. 
Mais, comme nous l'avons dit, à cause du rapide épanouisse- 
ment du jet de vapeur, u; est très-petit sur la surface défi 
on en conclut que l'hypothèse est Inadmissible, et par consé- 
quent que la vapeur est surchauffée. 

Nous avons trouvé [ir* 111), pour louie transformation d'un 
fluide, l'équation 




qui se réduit à 

quand a; — o. Un peut appliquer celle équation à chaque phase 
de la transformation cl écrire 




Cette intégrale a une signification géométrique dont il est fa- 
cile de se rendre compte. Soit A [fig. 3o) l'état initial de la 
vapeur saturée sèche, lî l'élut final ; menons par le point A la 
courbe I, (le saturation. Pour aller de l'étal A à l'état II, le mé- 
lange suit une courbe telle que AIJlî, et si la vitesse tv, est 
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sensiblement nulle au point B, l'aire totale do lu courbe, 
comptée sur l'axe op comme base, doit être sensiblement nulle. 
Le point R doit donc être situé de telle sorte que l'aire néga- 
tive BDD'B' soil égale à l'aire positive AA'D'D. 

Fig. 3o. 



La vitesse du mélange, à l'orifice même, est très-grande; 
comme la vitesse était nulle sur la surface tibe (Jig. 29), il y 
a eu condensation croissante depuis eclle surface jusqu'à l'ori- 
fice 0 et transformation d'énergie calorifique en énergie sen- 
sible, c'est-à-dire en force vive du mouvement de translation. 
A partir de l'orifice, le contraire a lieu, l'énergie sensible se 
transforme en chaleur el la vapeur se surchauffe. 

123. Appelons T la température et V l'énergie intérieure de 
la vapeur surchauffée à l'état B. Puisque les vitesses w, et Wj 
sont irès-petites, l'équation (1) se réduit à 



Concevons que l'on aille de A en B par le chemin AFB [fig. 3o); 
caractérisons par l'indice a l'élat du mélange en F; pour la 
transformation suivant la ligne de saturation A F, on a, d'après 
l'équation approchée (i4) du n" 99, 

U,— TJ,=E(L,-L,) + EC(T,— T,)— j>,«, +p,v, +(/»>— p,)u. 

Pour la transformation FB de la vapeur surchauffée à pression 
constante p„ on a 
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d'oà 

U' ~ U, = EC ( T'- T,) — p,{v'— c,J, 
On en déduit 

0' — U, = E ( L, - L! ) -t- EC ( T, - T, ) + EC ( T' - T,) 
+ />, e,— p,</-i-{p,— p,)u, 
et, fin égalant celle valeur de U' — U, à celle trouvée précé- 
demment, 

(a8) C(T,- T,)+C'(T'-T,) + L,— L,+ A [p,-p.) u = o. 

La pression p, est donnée : c'est la pression atmosphérique; 
T, est la température de la vapeur saturée sous celte pression 
p,; l'équation (7.8) donnera la température T'du jet après l'é- 
panouissement 
Do la formule empirique 

L = 606 ,5o — o,fx|5 (, 

on déduit 

L,— L, = o,695((,— /,), 
On a d'ailleurs approximativement C = i, C'=o,48o5,h=o,oo[; 
en substituant dans l'équation (28), on obtient la formule 
pratique 

( 19 J e - i, = o ,6348 (!,-(,) + o ,o5o6 [p, - p, ), 

dans laquelle les pressions p, et p, sont exprimées en almo- 

dpplication numérique = i5o°,p, — 4, ~<p-. = > , '1— ioo"; 
on trouve (' = i3a°. 



121. L'injecteur imaginé par M. Giffard est destiné à rem- 
placer la pompe alimentaire dans les machines à vapeur; un 
jel de vapeur, sortant de la chaudière, aspire l'eau alimentaire 
et la fait pénétrer dans la chaudière elle-même. Pour bien 
faire comprendre le jeu de ectappareil ingénieux, considérons 
un cylindre A {fig. 3t), muni d'un piston et renfermant de la 
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vapeur au tîire x„ à la température T,, sous la pression />.. 
Celle vapeur s'écoule par un tube a et rencontre de l'eau 

Fi G . 3.. 

ni ' 

froide qui vient d'un vase C on elle est à la pression atmo- 
sphérique p, et à la température T.. La vapeur se condense 
eu contact de l'eau froide ; la chaleur dégagée par la condensa- 
tion se transforme en énergie sensible et le jet liquide sort 
dans l'air par le tube F avec une grande vitesse. Il pénètre 
alors dans le tube li qui coin mimique avec un deuxième cjlîn- 
dre B muni d'un pision ci s'arrête dans ce cylindre à la tem- 

Calcnlons d'abord la vitesse du liquide à la sortie du tube F 

gie intérieure du jet liquide d;ms l'air, le }n>iils de vapeur 
qui sort de la chaudière pendant une seconde, et M, le poids 
d'eau que celle vapeur entraîne. Pendant un temps infini- 
ment pelil 5, le poids du liquide qui sort par le tube F est 
égal à 

M,e-t- M. 6. 

Homme il n'y a pas de communication de chaleur avec l'ex- 
térieur, la variation d'énergie de cette niasse liquide est égale 
au travail des forces extérieures pendant le même lemps. L'é- 
nergie totale du liquide en F est 

( M, + M, )fl — -t-(M,-t- M.) 5 U'„ 

<i> étant la vitesse d'écoulement; l'énergie primitive de la 
môme masse était 

M, 9V.+ M, OU.. 
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Quant au travail tics forces extérieures, il se compose : i° du 
travail de la force mutrice dans le cylindre A, lequel est 
-(-/>, M, f,0; a" du travail résistant de la pression extérieure' 
en F, — p,{ M, -H M.) Ôv',; 3" du travail produit parla pression 
atmosphérique dans le vase C, et par la pression de la colonne 
<le liquide dont la surface est à une hauteur h au-dessus du 
tube d'écoulement, ce qui fait +p,T&,tr,$ + M,6h. En sup- 
primant le facteur 6 qui est commun à tous les termes, on a 
donc l'équation 

(M,+ M.) M, + M.) U'j - M, El, — M, V, 

= />, M, c — p,[M, + M, ) v : -+- p, M. v t 4- M.A. 
D'après l'équation ( i3) du n° 99, le mélange de vapeur et de 
liquide dans le rylindre A a pour énergie intérieure 

U, =€,+ EC(T, — T,} -t- EL, a-, — /j, (c, — «); 
le liquide qui s'écoule dans l'air, 

U'^U.+ECjT.-T.i. 

En substituant ces valeurs dans l'équation précédente et re- 
marquant que les volumes spécifiques v, cl v\ peuvent être 
remplacés par n, on obtient l'équation 



(3°) 




( - EM, L, x, 4- M, [p, - p.) « + H. h. 



qui permet de calculer la viiesse d'écoulement iv, si l'on con- 
naît la température (, du liquide. On peut remarquer que le 
terme le plus important dans le second membre est EM, L, j-,. 
qui provient de la condensation de la vapeur; c'est surtout 
l'énergie calorifique due à celle condensation qui produit l'é- 
nergie sensible. 

125. Examinons maintenant la seconde partie de l'appareil, 
et écrivons encore que, pendant un temps infiniment peiit 0, 
la variation d'énergie intérieure du liquide est égale à Li 
somme des travaux des forces extérieures. En appelant U, l'é- 
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nergie intérieure de l'unité de poids <inns le cylindre B, v : le 
volume spécifique, el admettant que le liquide arrivé dans le 
cylindre n'a plus de vitesse sensible, on a l'équation 

(M,-t-M,)SU.-(M, + M,)e^4-U' i ) 
= [M, + M. ) 6p. if, - (M, + M.) 0 p, <;. 
En substituant à U, elUj leurs valeurs el faisant les simpli- 
fications habituelles, il vient 

(30 -~+EC<l,-0 --<p.-p.)u. 

Si l'on connaît la température (, dans le vase B, cette équation 
permet de calculer la pression /i, que le jet liquide est capable 
de vaincre. 

En Ajouta M à l'équation (3o) l'équation ^3t) multipliée par 
(M, -t- M.), tous les termes relatifs à l'étal intermédiaire dispa- 
raissent, et il vient 

|EC[M.(*>-'.) 
1 ) = EH, L, x, + U,{p,—p, ) u 4- H, [p, - p.) u -t- M. A. 

I» r-.nl |>.i ■ i Il' • |m .u >n -lu . ■ l- m- nt, - u Jppli'l'i.piil 

l'équation du travail aux deux états extrêmes. 

Dans la pratique, les deux cylindres A eiBsoni deux por- 
tions de la mèniu chaudière et les pressions /<, el /', sont égales. 
En outre le réservoir G de liquide est situé au-dessous du tube 
d'écoulement, il faut donc remplacer- A par — A'. On peut alors 
calculer la quantité d'eau froide entraînée par un poids donné 
de vapeur. J7 équation ( 3 >.) donne 

EL, g, + EC(/,— t,) 

EC(/,- *.)+</», -p.) u-t- A'' 

C(/, — /,)-)■ A A' + A(/>, — p.) u 
Le jet de vapeur qui sort de la chaudière produit donc l'effet 
d'une pompe aspiranle et foulante, prenant l'eau dans le ré- 
servoir el la refoulant dans la chaudière. Le dernier terme 



A' (a -;>.)« 



peur fournie pur tn chaudière soil sùclie 
j nié ail la température de la chaudière, 
!t /,= /„ ce qui donne 
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CHAPITRE VU. 

FUSION ET SOLIDIFICATION. 



12(i Quand on échauffa progressivement un corps solide 
sons une pression donnée, il arrive un moment où la fusion 
commence;; pendant luui le temps que dure la fusion la tem- 
pérature reste constante. La température de fusion d'un corps 
dépend de la pression qu'il supporte ; c'est une fonction de la 
pression que nous représenterons par f =/(/>); c'est la tem- 
pérature maximum de la forme solide sous la pression p. Un 
kilogramme du corps, en se liquéfiant, absorbe mie certaine 
quantité de chaleur L que l'on appelle chaleur latente d* 
fusion. 

[.e passage inverse de l'état liquide à l'état solide est moins 



régulier. On peut maintenir un corps si 



mpera 



inlï'Hi'i 



. Ici encore, comme pour la vapo 



latente de solidification retardée est plus faible, en général, 
que la chaleur latente de solidificaiion normale. 

Soit en effet ( la température de solidification normale d'un 
corps sous la pression /f;nous pouvons amener un kilogramme 
du corps de la température / à la température / - 9 de deux 
manières, en le solidifiant d'abord à la température normale / 
et abaissant ensuite le corps solide de la t— 6, ou bien en abais- 
sant d'ahord le liquide de ( à. ( — 0 et le solidifiant ensuite à 
cette température t — 6, la pression restant toujours la même 
et égale à p. Appelons C la chaleur spécifique à l'état liquide. 
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C la chaleur spécifique à l'étal solide, I. la chaleur latente de 
solidification normale, et L' la chaleur latente (le solidification 
retardée a la température f — 0. 

La chaleur perdue pendant la première transformation est 

L-hJ Cdt\ 

pendant la seconde transformation elle est 

j" Crf/+L'. 

Ces deux quantités de chaleur sont égales; car le travail ex- 
térieur est le même dans les deux transformations, ainsi que 
la variation d'énergie intérieure. On a donc 

JL-Hjf' Cdl j' €>!t + U, 

d'où 

L'=L- j (C — C)di. 

Comme la chaleur spécifique C du liquide est plus grande 
que la chaleur spécifique C du solide, il en résulte que la 
chaleur latente normale C est plus grande que L'. 



127. Considérons i ■hinge de liquide et de solide formant 

tin poids total de t kilogramme à la température I. Soient x 
le poids du solide, i — x celui du liquide; désignons par n 
et ((' les volumes spécifiques du liquide et du solide; le vo- 
lume spécifique v du mélange sera 

(.) , = «{i- i O + «':r = I <+(t«'-«)*. 

Comme nous l'avons Tait pour le mélange de liquide et de va- 
peur, nous prendrons ( et x pour variables indépendantes. 
Concevons que le mélange éprouve une transformation infi- 



minent pellle qui le Tasse passer de l'état ((, x) à l'état 
(l + dl, x + dx), la quantité de chaleur nécessaire pour opé- 
rer cette transformation sera 

dQ = (i - x) (c + h'-^dt + x (c + h- dt - Ldx, 

les lettres accentuées se rapportant à l'étal solide. Celte équa- 
tion est la même que celle que nous avons trouvée (n°89) 
pour la transformation d'un mélange de liquide et de vapeur, 
sauf que le dernier terme Ldx, qui correspond à la solidifica- 
tion du poids dx de liquide, est changé de signe. 
Si l'on pose 

elle devient 

(2) dQ = {m + {m'-m)x]dt - Ldx. 
Le travail extérieur accompli est 

,/S = ,d, = !•[- + ' | '" + /' ( - « I <*■ 

Enfin de l'équation fondamentale 
[a) dQ = kidV + pdv), 

on déduit la variation d'énergie intérieure 

[3) \LdV = [ m + W-n, ) *-A P %-K l *!!l^'\d t 

I - [L + kp(u'~ h)] dx. 

128, Le second membre de cette équation étant une diffé- 
rentielle exacte, on a 

, ïU , , . . du . d(u'-u) 
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et, par suite, 



ilnix 



En égalant ces deux dérivées secondes, on obtient l'équation 
de M. Clausius 

On a aussi 



d'après le second principe fondamental —d[i, le second 

membre élant la différentielle exacte d'une fonction u des 
deux variables indépendantes T et x, on en déduit la relation 
de M. W. Thomson 

il _ — 

PI JT ~ T ' 

que l'on peui meurt; sous la forme 
», 4L L 

Enfin la combinaison des équations (al et (S,) conduit à la 
e relation 



12a. Cette dernière équation donne lieu à quelques remar- 
ques importantes. La chaleur latente L étant toujours posi- 
tive, les deux quantités u — u' et ^ ont le môme signe. La 
plupart des corps se dilatent en se liquéfiant, la différence 



u — u' est alors positive; on en conclut que la dérivée ^ est 
aussi positive, cl par conséquent que lu température de fusion 
uni malo o-l d'autant plus élevée que lii pres-ion est plus forte. 
Celle conséquence delà théorie a été vérifiée par M. Bunsen 
sur le blanc do haleine cl la paraffine; en portant la pression 
de i à i5G atmosphères, ce physicien a vu la température de 
fusion du blanc de baleine s'élever de 47"-? à 5n",c). Il y a pro- 
bablement lieu de tenir compte de celte loi en géologie: des 
roches soumises à une énorme pression peuvent rester so- 
lides à une très-haute température. 

Mais il y :i quelques corps, et la glace est île Ce nombre, qui 
se contracient en se liquéfiant ; la différence « — u' est alors 

négative, ainsi que on en conclut que la température de 

fusion est d'autant plus basse que la pression est plus forte. 
Ainsi, de la glace soumise à une forte pression peut se fondre 
à une température inférieure à zéro. Nous pouvons même 
calculer cet abaissement de température; de l'équation (y : on 
déduit en effet 

Supposons que la pression p soit de [ atmosphère; on □ alors 
pour l'eau T= 173°, I. = 79,?5, 11 s- 0,001, «'- d'où 



premier, a indiqué celle propriété de l.i glace comme une 
conséquence du théorème de Carnot; M. William Thomson, 
son frère, l'a vérifiée ensuite par l'expérience : il a trouvé un 
abaissement de o'.oo^S pour chaque atmosphère, résultat peu 
différent du précédent. M. Mousson, à l'aide d'un . appareil 
très-ingénieux, a pu abaisser la température de fusion de la 
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glace jusqu'il — 18", en exerçant une pression très-considé- 
rable. 

J30. Une expérience très-simple de M. Helmholtz permel 
de démontrer que réciproquement, quand la pression dimi- 
nue, la température de fttsion de la glace devient plus élevée. 
Dans un vase AB [Jig. 3?.), renfermant de la glace fondante, on 



plaee un vase métallique G contenant de l'eau et dans lequel 
on a fait le vide partiel; on voit des cristaux de glace se for- 
mer dans le vase C, tandis que la glace fond à l'extérieur; on 
en conclut que l'eau du cylindre C se congèle à une tempéra- 
ture un peu supérieure à zéro. 

On peut de la même manière expliquer les expériences 
curieuses de Faraday et de M. Tjndall. Une expérience de 
M. Tjndall consiste à placer de la glace pilée entre deux 
moules de buis très-épais creusés de cavités lenticulaires dans 

glace entre les deux moules, et quand on les écarte ensuite 

homogène et transparente. La glace s'est fondue en partie 
au moins pendant la compression, et le liquide formé s'est 
solidifié de nouveau à la pression atmosphérique. Faraday a 
désigné ce phénomène sous le nom de regel. Il suffit du reste 
que deux morceaux de glace se touchent sous une légère 
pression, pour qu'on les voie se souder l'un à l'autre. Quand 
deux corps solides se touchent par un élément de surface ai 
et sont presses l'un contre l'autre avec uoe force F, la pres- 
F 

sion p par unité de surface est p — — ; elle peut être tres- 
grandc à cause de la petitesse de &>. S'il s'agit de deux mor- 
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ceaux de glace à f, la pression qui s'exerce nu point de contact 
abaissant la température de fusion, une petite quantité de 
glace se fondra en cet endroit; l'eau qui en résulte, se répan- 
dant alentour et n'étant plus soumise à la mémo pression, se 
gèlera de nouveau. Mais à mesure que le phénomène se pro- 
duit, la surface de contact ta s'élargit et la pression p diminue. 
[,e phénomène cessera quand <,< sera devenu assez grand pour 

t|ue p soit inférieure il la pression relative a la température (. 

("est là ce qui RC passe quand on comprime des morceaux 
de glace dans un vase; les morceaux se louchent par leurs 
aspérités: c'est la que s'exerce la pression la plus fnrlc; ces 
aspérités fondent, les morceaux glissent les uns sur les autres, 
se louchent en de nouveaux points qui fondent à leur lour; 
en même temps, l'eau provenant de la fusion se toge dans les 
vides, où n'étaul plus soumise à la même pression, elle se con- 
gèle de nouveau; à la lin on a un bloc de glace présentant la 
forme du vase. 

Toutefois ce bloc de glace diffère par ses propriétés opti- 
ques d'un bloc de glace naturel, comme l'a montré M. Berlin : 
ce dernier, formé de cristaux orientés tous dans la même di- 
rection, présente des apparences de polarisation colorée, tan- 
dis que le premier, composé d'un assemblage de morceaux 
orientés dans tous les sens, se comporte comme un morceau 
de verre. 

Ces phénomènes produits par la pression paraissent jouer 
un grand rôle dans la marche des glaciers. On sait que les gla- 
ciers marchent comme des neuves : d'après les observations 
de M. Tyndalt, la mer de glace de Monlanvers, à Chamouni, 

sa base pcul occasionner une fusion locale et permettre un 
glissement sur les rochers qui forment le lit du glacier. 
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CHAPITRE VIII. 

TRANSFORMATION GÉNÉRALE DES CORI'S 



131. Nous savons qu'il existe une relation 
9it, », (>)=<>, 

entre la température, le volume spécifique et la pression; 
mais cette relation n'est connue que pour les gaz parfaits. Si 
on l'imagine résolue par rapport à v, le volume spécifique 
peut être regardé comme une fonction de deux variahlcs in- 
dépendantes t cl p. La marche à suivre pour étudier celte fonc- 
tion serait de déterminer d'abord par l'expérience ses deux dé- 
rivées partielles-^ cl -^-'pour divers systèmes de valeurs de / 
et de p. 

i J Laissant p constante, et faisant varier t, on observera la 
variation du volume. Os expériences donnent ce qu'on appelle 
te coefficient de dilatation cubique sous pression constante; 
en désignant par a ce coefficient, on a 

d'où 



2° Laissant t constante, et faisant varier p, on observera la 
variation du volume. Ces expériences donnent le cacfjicir.nt 
de compressihilité cubique à température constante. En appe- 
lant p ce coefficient, on a 
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d'où 

(■) 

Deux séries d'expériences, dans lesquelles on ferait varier 
( ei p, donneraient les deux fonctions ^ et ^ de (et l'in- 
tégration de la différentielle totale 

dv ■— -ç- ilt + ~ dji, 



(3| —-adt-$dp, 

Terait ronn.il ire ensuite la fonction v = f{t,p). 

13-2. Après avoir trouve celle fonction, il faudrait ensuite 
<!■ 'terminer l'énergie intérieure. On la déduirait de l'équation 
fondamentale [a), 

dU = E</Q — pdv, 
si l'on connaissait dQ. Nous avons posé ( n* 41 ) 

</Q = C(/i -i- kdp; 
on détermine C dircclemcnl par l'expérience: de l'équa- 
tion 0,J de M. W. Thomson (n° 73] 

on déduit, à l'aide de l'équation (i), 

(4) * = -A.<*rT. 

En remplaçant h cl rfe par leurs valeurs (4) 61(3), on a 

(5) tf(j = (EC — avp)dl + v($p — *T)dp; 
l'intégra lion de relie différenlielle lolale donnerait la fonc- 
tion U de T et de p. 

On peul obtenir i/Q d'une autre manière. Nous avons posé 
(n>W) 

dQ - cdt+ Idv; 
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i'ii remplaçant dv par sn valeur (3), on a 

dQ={c + «lv)dt — pivdp. 
Si l'on identifie cette impression avec la précédente, il vient 
c-f- ah = C, plv=- h = AxvT, 

d'où 

(6) l=if, 

(7) C-.= iyï. 

On détermine C directement par l'expérience, comme nous 
l'avons dit; e s'en déduit par l'équation (7): d'ailleurs l'équa- 
tion (6) donne /. On obtient ainsi l'expression différentielle 

( s ] dv = (ec - ) ,/t + (' ^ - </,, 

dont l'intégration donnerait U. 

133. Imaginons que l'on comprime un corps assez rapide- 
ment, pour qu'un échange de chaleur n'ait pas le temps de 
s'établir entre ce corps cl le milieu environnant; la tempéra- 
ture du corps sera une fonction de la pression définie par 
l'équation 

G=.dQ = Cdt + hdp, 

d'où l'on déduit 

, , dt A a^T 

[9) T P = —- 

Le signe de (// est le même que celui du coefficient de dila- 
tation cubique a. En général, le coefficient a est positif; dt est 
alors positif, c'est-à-dire que la compression élève la tempé- 
rature du corps. Mais pour l'eau à une température inférieure 
à 4 degrés, a est négatif; donc (/( est négatif, et par consé- 
quent la compression produit un abaissement de la tempéra- 
ture; cette conséquence a été vérifiée expérimentalement par 
M. Joule. 
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BARRE OU ML CÏUNDR1QDI. 

13 V. Jusqu'à présent nous avons supposé que loule la sur- 
face du corps esl soumise à une pression normale uniforme; 
il n'en esl pas de même dans ia question particulière que nous 
allons traiter. Considérons une barre cylindrique homogène 
dont la surface latérale esl soumise à une pression constante 
et uniforme p, par mètre carré, el chacune des deux bases à 
une pression variable ap.+p, r.) élanl l'aire de la section. 
Soit x la longueur de la barre; il esl clair qu'il existe une 
relation 

(lOj f(t,* t p)=9, 

entre les trois quantités t, x, p, dont dcu\ à volonté peuvent 
èire prises pour variables indépendantes. Le travail extérieur 
accompli par la barre dans une transformation infiniment 
petite est 

ilS — p, dv + pilx, 
el la première équation fondamentale 

dQ = A(diî + dS), 

devient 

(11) dQ = A.{dU + p,tit> + prix). 

1° Si l'on prend / el x pour variables indépendantes, celle 
équation 

posons 

l'équation prend la forme simple 

dQ = cdt -+- Idx, 
el l'on a cuire c el Ma relation 

il 2C . >D 



S COHPS. l5f) 

3" Si l'on prend t et p pour variables indépendantes, l'équa- 
tion fondamentale devient 

/au st. s** „ , /su ïi> s*\, 

en posant 

elle prend la forme simple 

(i4) rfQ = C<ft 4- /i.//-, 

et l'on a entre C et A la relation 

1-15. On peut aussi it | tioi- ;'i la lianslYirm:ilion de la barre 
le théorème de Carnot et les conséquences que nous en avons 
déduites. Ainsi on a toujours ). — T, et l'expression ~ est 

la différentielle exacte d'une fonction fi de deux variables in- 
dépendantes. 

i° Si l'on prend / et x pour variables indépendantes, la dif- 
férentielle exacte 

£ = W> 

conduit à la relation ( il" 72) 



2° Si l'on prend l et p pour variables indépendantes, on ob- 
tient de même la relation ( n- T3) 

{'7)' fi = -AT^- 

136. On a observé pour un grand nombre de substances le 
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coefficient de dilatation liiiéah-e sous pression 

*~ M it ' 

Il en résulte, en verLu de l'équation (17), 

(18) h— — hccxT. 

On 3 observé aussi le coefficient de eompressibilitc linéaire 
à température constante 

P="^' 

Si l'on regarde x comme une fonction de / ei de /' donnée 
par l'équation (m), on a 



dQ = cdt + ldx=.[c + alx)dt - fitxdp; 
n pu déduit 



d'où 
('!>) 



ÀjxT 
' P ' 



Imaginons que l'on comprime brusquement la barre, sans 
communication de chaleur, on aura 



d'où 
(si) 



o = rfQ = Cdt -t- h dp. 



dp C 

ur appliquer ces formules à un fil tiré à ses deux boni 
ne même force, il suffit de changer le signe (le /). Si l'o 
p = — p', l'équation précédente devient 
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Le signe de dl est contraire à celui de a. Le coefficient de di- 
latation linéaire étant en général posiiiT, on en conclut que 
rallongement d'un fil est accompagné ordinairement d'un 
abaissement de température. 

PIIÊNOSÊSES PRÉSENTÉS PAR LE CAOl'TCHOUC. 

137. Le caoutchouc présente une exception : une lame de 
caoutchouc tendue parmi poids diminue de longueur quand 
ta température s" élève; le coefficient a est donc négalir, et par 

conséquent g— , positif; il en résulte que si l'on étire brusque- 
ment une lame de caoutchouc, la température s'élèvera. Ces 
phénomènes ont été observés d'abord par Goffe, et des expé- 
riences plus précises ont été faites par M. Joule avec le caout- 
chouc vulcanisé. 

M. Joule a reconnu d'abord que, si une lame de caoutchouc 
est soumise de toutes parts à une pression uniforme, son vo- 
lume augmente quand la température s'élève; le coefficient 
de dilatation cubique est positif et égal à o,ooo?56; ensuite, 
que lorsqu'une lame de caoutchouc est tirée par un poids p', 
il existe une limite p\, telle, que si le poids tenseur p' est plus 
petit que p\ , une élévation de température produit un allonge- 
ment, et qu'au contraire, si p' est plus grand que p',, une élé- 
vation de température produit un raccourcissement : dans le 
premier cas, a étant positif, un accroissement brusque de 
tension diminue la température; dans le second cas, a étant 
négatif, un accroissement de tension élève la température. 
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CHAPITRE IX. 

THÉORIE DES GAZ. 

HjpmhrK fonclamcnlale. — El]! lien lion de !a pression. — Loi de Marinllc.— 
Loi des mélanges. — Énerr-ie actuelle des gu. — Transformation <lu trav.-iil 

quide. — Vaporisation. — Formation des vapeur» clans un espace illimita. 

- Proru galion de* -Millions dam les gai. — Luit de comhinaison des gai. 

— Loi (le Dulong al Pelil. 



IIÏPOTHÈSK FONDAMENTALE. 

138. L'hypothèse fondamentale qui sert de base à la théorie 
lies gaz consisie à admettre que les molécules d'un corps à 
l'élal gazeux n'ont pas d'action sensible les unes sur les 
autres. Celte hypothèse csl une conséquence de l'expérience 
par laquelle M. Joule a démontré que le travail intérieur dans 
les gaz est nul (n° 51). 

Au lieu de supposer que les molécules des gaz oscillent 
autour de leurs positions d'équilibre, comme dans les corps 
soHdes, on admet qu'elles sont animées de mouvements de 
translation très-rapides dans toutes les directions, mouve- 
ments rcctilignes et uniformes. Les molécules d'un gaz sont 
en général à des distances telles les unes des aulres, que les 
forces moléculaires sont négligeables, excepté à de certains 
intervalles et pendant des temps relativement très-courts, où, 
dans leur marche, deux molécules passent très-près l'une de 
l'autre; pendant ce temps très-petit, la force moléculaire 
s'exerce d'une manière énergique, et les mouvements sont 
modifiés; il y a, comme on dit, choc des deux molécules. 

Considérons d'abord deux molécules égales m et m' (_/?#. 33), 
Flg. 3J. 



marchant en sens contraires sur une même droite, avec la 
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vitesse h. Quand les molécules sont à une distance très-pe- 
tile AA', la force moléculaire commence à agir d'une ma- 
nière efficace; comme il y a répulsion, la vitesse diminue peu 
à peu el devient mille à la distance Bit'; les molécules s'éloi- 
gnent ensuite l'une de l'autre, et reprennent leur vitesse pri- 
mitive « à la distance AA', mais en sens inverse. Les molé- 
cules ont ainsi échangé leurs vitesses, et tout se p? >sc comme 
si elles s'étaient pénétrées sans action réciproque; les chocs 
qui se produisent n'ont donc aucune influence sur l'état géné- 
ral du gaz. 

Considérons maintenant deux molécules marchant suivant 
des droites différentes BA, B'A', el passant très-près l'une de 
l'autre; l'action réciproque devient sensible à partir dé la po- 
sition A, A' (Jig. 34). chaque molécule décrit alors une petite 

ne- M- 





courbe, cl s'échappe ensuite suivant une autre ligne droite. 
Ces chocs ne changent pas la somme des forces vives, et 
comme il y a des molécules qui se meuvent dans tous les 
sens, il est clair que l'étal général du système n'est pas 
modifié. 

En résumé, la trajectoire de chaque molécule est formée 
d'une série de lignes droites disposées en zigzag, et réunies 
les unes aux autres par des courbes de raccordement trés- 
petiics par rapport aux portions rectilignes. 
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EXPLICATION T>E LA PRESSION. 

139. D.ms celle manière d'envisager les gaz, la pression 
qu'un gaz exerce contre la paroi du vase qui le contient est 
due aux chocs répétés des molécules contre la paroi. Quand 
une molécule arrive dans le voisinage de la paroi, des forces 
répulsives s'exercent entre cette molécule et celles de la paroi ; 
elles détruisent bientôt la vitesse normale de la molécule, cl 
lui impriment une vitesse égale et contraire. A cause de la 
multiplicité des cliocs, l'ensemble produit l'effet d'une pres- 
sion continue. 

On trouve la première idée de celle hypothèse sur la consti- 
tution des gaz dans {'Hydrodynamique de J. Iternoulli, publiée 
en i:33; elle 0 été reprise par Krônig de Merlin en i85G, et 
M. Clausfus lui a donné de grands développements. 

Voici comment Krônig explique la pression. Considérons 
une certaine masse de gaz renfermée dans un petit cube 
MNPQ, dont l'arête est a [fig. 35); soit n le nombre des mo- 



Fi c . 35. 




léfiiles du ga/. Kriinig imagine toutes les molécules partagées 
en trois groupes de ^ molécules, se mouvant parallèlement 
aux arèlcs avec une même vitesse u; 1a pression exercée sur 
la face MN sera produite par le choc des ^ molécules, dont la 
vitesse est normale à celle face. 

Si l'on appelle/ la réaction delà paroi sur une molécule m, 
et si l'on compte les vitesses positives dans le sens ox, on a 

m~Jj=f, ou mdii =fdi. Avant le choc la vitesse élaîi — u, 
après le choc elle est -I- o; Ci) intégrant pendant la durée du 
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choc, on a 

—=/**• 

Voilà ce que donne un choc en particulier. En Taisant la 
somme des équations pareilles relatives à tous les chocs qui 
se produisent contre la paroi MN pendant un certain temps 9, 
on obtient l'équation 

2"»«=2//<"- 

Si l'on appelle N le nombre de ces chocs, on a 

D'autre part, si Ton pose 

F 9 =2 //<"■ 

F désignera lu réaction moyenne que la paroi exerce sur l'en- 
semble des molécules. L'équation précédente devient ainsi 

ami<xN = Ffl. 

Il est aisé d'évaluer le nombre des chocs : après le premier 
choc contre la face MN, la molécule m, marchant dans le 
sens ox, vient choquer la face- opposée PQ, reprend sa vitesse 
primitive, choque de nouveau la face MN, et ainsi de suite. 
L'intervalle de temps qui s'écoule entre deux chocs consécu- 
tifs d'une molécule contre la face MN étant égal à —, le 
nombre des chocs d'une même molécule contre cette face 
pendant le temps û est—; le nombre N des chocs produits 
parle système des-^ molécules dont la vitesse esl normale à 
la face MN est — X et l'équation devient 
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on en déduit 



Si l'on appelle p la pression exercée sur on mètre carré, 
F ■ nmir 

' = 7? = -ï*" 

et, par suite, 

V élanl le volume du cube. 

110. M. Clausius est arrivé ru même résultai sans être 
obligé de partager les molécules en trois groupes marebont 
dans trois directions perpendiculaires entre elles. 

Considérons un grand volume de gaz, ei deux plans paral- 
lèles MN et PQ (Jig. 3G) très-voisins cl irès-éicndus; suppo- 

FIj. 36. 



sons qu'il y ail entre ces deux plans n molécules marchant 
dans toules les directions. Une molécule, se mouvant dans 
la direction BA, eboque le plan MN au point A, su réfléchi! 
sur le plan PQ en C pour venir choquer de nouveau lo 
planMN en D, et ainsi de suite. Appelons a la distance des 
deux plans, et f l'jingle que fait la droite AB avec la normale 
au plan. Le chemin parcouru par cette molécule entre deux 

chocs consécutifs sur MN est 1 et l'intervalle de temps 

entre les deux chocs - — - 1 de sorte que le nombre dqs 
ebocs de la molécule pendant le temps 0 est 
On cos y 
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Si l'on appelle u' la projeciion de la vitesse de la molécule 
sur la normale au plan, ci si l'on désigne, comme précédem- 
ment, par /la réaction du plan sur cette molécule, on a 

m ~ —f, ou mdu' = fdl, et, en intégrant pendant la durée 

du choc, 

imu' — unit cos<p =j" fdl. 

En ajoutant les équations pareilles relatives à lous les chocs 
qui se produisant contre le plan MN pendant le temps 8, on 
oblienl l'équation 

^ smHCOs? -—^fdt — FO, 

F étant la réaction moyenne du plan sur l'ensemble des mo- 
lécules. Nous avons vu que le nombre des chocs d'une molé- 
cule est ; cette molécule introduit donc dans le pre- 
mier membre ta quantité 

Bu coso mu'cos'tp , 
2/?tu cos? x — - = - — S > 

et l'équation devient 

v m "' cos ' ? g-FP, 

le signe^s'étendoni ici aux diverses molécules. Ou en déduit 

O) F ^™«'co 3 y . 

Pour évaluer celte somme, M. Clausius suppose que toutes 

meuvent indifféremment dans lous les sens. D'un point quel- 
conque comme centre décrivons une sphère avec un rayon 
égal à l'unité (ftg. 3^ ); menons des rayons parallèles aux di- 
rections de toutes les vitesses; ces rayons couperont la surrace 
en une infinité de points régulièrement distribués sur la 
sphère. Toutes les vitesses, dont les directions font avec la nor- 
male^ aux deux plans des angles compris entre n> et tp-i-d/j>, 
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couperont la sphère sur les zones opposées aba'b', cdc'd', 
comprises entre deux cônes circulaires menés du centre de la 




sphère autour de la droite xx' et ayant pour demi-angles au 
sommet <? et o -)-(/?. Comme il y a n molécules entre les 
deux plans, le nombre total de points déterminés sur la sphère 
sera aussi n, cl le rapport du nombre n' des molécules qui. cor- 
respondent à ces deux zones au nombre total n est égal au 
rapport de la surface des deux zones à celle de la sphère; on 
a donc 

n' = ns'mfdtf. 
Chacune de ces n 1 molécules introduisant dons la somme (3) 
un terme 

fflll'COS'p 

les n' molécules donneront 

Pour obtenir l'action de toutes les molécules qui corres- 
pondent à la surface entière de la sphère, il suffit d'intégrer 
celte expression entre les limites o et ^; l'équation {3) de- 
vient alors 

Y=j " S ^ nsiny t/y — f cos'ç sinfdy. 
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En appelant u la surface de chacun des plans cl v le volume 
du gaz qu'ils renferment, on a 

p _ £ _ " m "' . 

d'où 

, , nmu' 

<«] 

H1. On a supposé dans celle démonstration que les molé- 
cules ont des niasses égales, ce qui n'a pas lieu pour un mé- 
lange de gaz, et que toutes les vitesses sont égales, hypothèse 
qui n'est nullement justifiée; mais on peut modifier la démons- 
tration de M. Clausius de manière à s'affranchir de ces hypo- 
thèses. 

En effet, on a toujours l'équation 
(3) F^ * 11 '"''' . 

Pour évaluer la somme des termes qui forment le second 
membre, nous ferons intervenir les forces vives des molé- 
cules, au lieu de leur nombre. La force vive d'une molécule 
est^-- La somme^ ~" Ags forces vives des molécules 
dont les vitesses correspondent aux zones déterminées par 
les angles o et çi-t-rfç esta la somme - des forces 

vives de toutes les molécules, somme que nous- désignerons 
par V., dans le rapport de la surface des deux zones a la sur- 
face totale de la sphère; on a donc 

2^ 4 " 
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OU 

2,~ = V.xsin,,/,. 

Les vitesses contenues dans la première somme font sensi- 
blement ic même angle 9 avec la normale; si l'on multiplie 
chacun des termes de celle somme par le facteur constrnl 
-cos'ç, on a 

2 — — ^ os - ° = V. x ^ cos'çsinorf?. 

Telle est la partie introduite dans F par les molécules dont 
les viiesses correspondent aux deux zones considérées; pour 

avoir la somme entière, il faut intégrer de o à ce qui donne 
Ftjt ^ v «y cos'ç sinpf/^, 

ou 




on en déduit la relation générale 

(4) p-=p- = - 3 2~: 

Le produit du volume d'une musse de gaz par la pression 
qu'elle supporte est égal aux ^ de la somme des forces vives 
du mouvement de translation de toutes les molécules. 

Dans cette démonstration, nous avons suivi le mouvement 
de chaque molécule sans tenir compte des r.hocs qui se pro- 
duisent entre les molécules ; mais, comme nous l'avons déjà 
remarqué ou n° 138, ces chocs des molécules entre elles ne 
modifient pas l'état général du système. 

Si m est la masse d'une molécule, et n le nombre des 

molécules, fsl la "tasse totale, et la masse moyenne 
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m, des molécules. On peut définir la vitesse moyenne en ima- 
ginant un gaz homogène forme de n molécules de masse ni, 
animées de la même vitesse u„ et dont la force vive serait 
égale à la somme des forces vives du gaz considéré, ce qui 
donne la condition 

et ramène l'équation (4) à la forme (s) 
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li-2. D'après les expériences de M. Joule, quand on fait 
varier le volume d'un gaz sans travail extérieur, la tempéra- 
ture ne change p^s; d'ailleurs la force vive reste la même; on 
en conclut que la température d'un gaz dépend uniquement 
de sa force vive; l'équation (4) montre que, si In force vive 
d'un gai reste constante, c'est-à-dire si la température ne 
change pas, la pression exercée par le gaz est en raiton inverse 
du volume qu'il occupe. C'est la loi de Mariotte. 

La loi des mélanges résulte de la même équation. Considé- 
rons en effet deuv gaz différents : appelons^ " 1 " et^, — — 

les forces vives du mouvement de translation des molécules 
dans ces deux gaz, et supposons qu'on les mélange sans tra- 
vail extérieur, comme dans les expériences de M. Joule. Si 
les gaz n'exercent pas l'un sur l'autre d'action chimique, la 
force vive du mélange s«ra égale il la somme des forces vives 
des gaz mélangés, et l'on aura 

^ mit 1 _ ni' n' + ^ m" u" 



Si le premier gaz occupait seul le volume c du mélange, Il 
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exercerait une pression // donnée par l'équation 

De même, si le second gaz occujiai i seul le même volume, 
il exercerait une pression p" donnée par l'équation 

Or, en appelant p la pression exercée par le mélange, on a 

On en déduit la relation 
ou 

(5) p=p' + p". 

La pression du mélange est égale il la somme des pressions 
qu'exerceraient 1rs gaz mélangés, si chacun d'eux occupait 
seul le volume du mélange. 

1V3. L'équation (4) conduit encore à une autre consé- 
quence très-importante. Si on la combine avec l'équation 

(6) pv — xp, v,T, 

que l'on déduit des lois de Mailotte et de Gay-[.ussae, on ob- 
tient la relation 

(7) 2Tr=!«f.ftTi 

elle signifie que la force rive du mouvement de translation 
îles molécules d'un gaz est proportionnelle à la tempéialure 
absolue. 

On peut mettre l'équation (7) sous la forme 
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on en conclut que le rapport de la foire vive de l'unité du 
poids au votitma spt'rijûpi,- ni r^n! à l,i li inprralun: absolue 
multipliée par un fadeur qui est le même pour tous les gaz. 

1V4. M. Clausius 3 cherché à calculer la vitesse de transla- 
tion elle-même; en désigna ru par u, la vitesse moyenne des 
nioir-rules, comme nous l'avons définie au n° 111, on a, en 
vertu de l'équation G), 



Considérons une masse de gaz pesant i kilogramme; nous 
aurons 

et l'équation précédente donnera 
(9] u, = d 3gap , v .T. 

Les constantes a, p., g ont pour valeurs 

pour l'air atmosphérique, c, = 0,7733; on appelant p la densité 
d'un gaz P a f rapport à l'air, on a 

p 

L'cqualion [9) devient ainsi 

Pour la température zéro, T — 273, el la formule se réduit à 

,,, = 485 y/I. 

En appliquant celle dernière formule, M. Clausius a trouvé les 
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résultais suivants : 




Hydrogène 



u,= 485-, 

U, = :4C>i", 
«,= 4<J>", 

u, = 1848". 




145. Jusqu'ici nous avons considéré, dans nos raisonne- 
ments, des gai absolument simples, c'est-à-dire des gaz dont 
les molécules seraient des atomes sans dimensions, ou, comme 
on dit en mécanique, des points matériels, centres de forces 
attractives ou répulsives. Mais les gaz réels, même ceux 
qu'en chimie on appelle simples, paraissent formés de molé- 
cules, dont chacune est la réunion de plusieurs atomes; dans 
ce cas, outre leur mouvement de translation, les molécules pos- 
sèdent d'autres mouvements, elles tournent sur elles-mêmes, 
et les atomes qui composenl chaque molécule vibrent dans 
l'intérieur de la molécule. Ces trois mouvements doivent 
exister simultanément. Imaginons, en effet, qu'à un certain 

vement de translation; les chocs des molécules entre elles 
produiront bientôt des mouvements de rotation des molécules 
sur elles-mêmes, et mettront les atomes en mouvement dans 
chaque molécule. Une partie de la force vive du mouvement 
de translation passera ainsi dans les autres mouvements, mais 
la force vive totale restera la même. Inversement, si outre un 
mouvement de translation très-lent, les molécules possédaient 
des rotations ou des vibrations intérieures très-rapides, il est 
clair que ces derniers mouvements exerceraient une influence 
pendant les chocs, de inanièreà augmenter la vitesse du mou- 
vement de translation. On conçoit donc que, dans chaque état du 
gaz, il existe un rapport déterminé entre In force vive totale V 
et la force vive V.du mouvement de translation des molécules. 
C'est le mouvement de translation seul qui produit la près- 
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sion, ei nous avons trouvé (n° 141 )la relation 

(4) ^=|v„ 

qui existe enire la pression et la force vive du mouvement de 
translation. Dans l'expérience <Ie M. Joule, quand le volume 
du gaz varie sans travail extérieur, il est évident que l'énergie 
intérieure U-V + Wno change pas; si effectivement le tra- 
vail intérieur dans les gaz, comme on le suppose, est insen- 
sible, la force vive totale ou l'énergie actuelle V reste con- 
stante. Mais on ne voit pas théoriquement que, pendant cette 
transformation, l'énergie partielle V. duc aux mouvements de 
translation des molécules reste aussi constante; car les rota- 
tions ou les vibrations pourraient augmenter ou diminuer. 
Cependant, si le gaz que l'on considère suit la loi de Mariotte, 
pour que le produit pv conserve la même valeur, il est né- 
cessaire que l'énergie partielle V. reste elle-même constante. 

Le mélange des gaz conduit à la même conséquence: si le 
mélange a lieu sans travail extérieur, et si, d'ailleurs, le travail 
intérieur est négligeable, la force vive totale du mélange est 
égale à la somme des forces vives totales des gaz mélangés. 
Pour obtenir la loi des pressions, il faut que la même relation 
ait lieu entre les forces vives relatives aux mouvements de 
translation, et par conséquent que la force vive des mouve- 
ments de rotation et de vibration ne change pas. 

146. Les mouvements de translation des molécules des gaz 
suffisent, comme nous l'avons dit, pour expliquer les phéno- 
mènes de pression; mais dans les expériences de calorimé- 
trie, il est nécessaire de considérer tous les mouvements ou 
la force vive totale V. Nous avons trouvé (n° 45) la relation 
c = A S1 = o, celte equatmn devtent c =X ^ ou 

£ = E, 

La chaleur spécifique c étant indépendante de la température 
(n° 49), on en déduit 

V-V.-t-EeT. 
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Il est naturel d'admettre qu'au zéro de la température absolue 
la force vive totale V, csl nulle, comme celle du mouvement 
de translation (n D 113); on a alors 
(il) V = EcT. 

Celte équation pourrait servir à définir théoriquement la tem- 
pérature absolue. 

En vertu de la relation C — c = kap,v, ilu n° 1G, l'équa- 
tion (7 ) du 11" 143 devient 

(t3) V„ = |e(C-c]T. 

Des deux équations précédentes, on déduit 

v._!/Ç_.\. 



Dans les gaz simples, et dans les gaz composés formes sans 
condensation qui suivent sensiblement la loi de Mariotle, le 
rapport - des chaleurs spécifiques a à peu prés la même va- 
leur 1 ,4 10; on en conclut que le rapport -y a la valeur con- 
stante o,Gi5. Ainsi dans tous les gaz que nous venons d'indi- 
quer, il y a une partie notable de l'énergie totale, environ les 
quatre dixièmes, qui n'appartient pas au mouvement de trans- 
lation des molécules. Ceci fait penser que les gaz que l'on 
appelle simples, comme l'hydrogène, l'oxygène, l'azote, etc., 
ne le sont pas en réalité. 

Pour les gaz qui ne suivent pas la loi de Mariotle, et pour 
les gaz composés formés avec condensation, la valeur de ~ csl 
plus pelile; elle est d'autant plus petite que la molécule du 
gaz est plus complexe. Dans re ras, les mouvements de rota- 
tion des molécules et les mouvements vibratoires des atomes 
dans chaque molécule, entrent pour une plus grande part 
dans l'énergie totale du gaz. 

Il résulte de ce qui précède que deux causes principales pa- 
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raissent empêcher les gaz réels de suivre rigoureusement les 
\vU idoles des gaz parfaits : 1° le travail intérieur (jui aceom- 
pagne le changement de volume; v la composition des molé- 
cules et l'absorption d'uni' lïariinn vin'i:ilili' de l'énergie \>\\i la 
rolalion ou les vibrations intérieures des molécules. 

TRANSFORMATION DU TRAVAIL EXTERIEUR EN ÉKRRr.lI! CALOR1P1QI E, 
OU 1NÏBRSE11ES.T. 

147. On peut se rendre compte de la manière dont le travail 
extérieur, applique à un gaz, se transforme en énergie calo- 
rifique, ou inversement. 

Considérons, en effet, une certaine masse de gaz remplis- 
sant un cube dont les arêtes sont égales à n, et dont une des 
parois MN {fi%. 38) est formée par un piston mobile, auquel 



Flg. 38. 




est appliquée une force F — — égale à la pression du gaz, 
cl supposons que le piston s'enfonce avec une vitesse c très- 
petite par rapport à u; le travail extérieur dépensé dans le 
temps très-petit B est Fcfl. Calculons l'accroissement d'éner- 
gie communiquée au gaz; reprenons, pour simplifier, le rai- 
sonnement de Krônig. Imaginons les molécules, disposées en 
trois groupes, se mouvant parallèlement aux arêtes d'un cube; 
rien ne sera changé dans le phénomène si nous imprimons 
à tout le système, c'est-à-dire au gaz ei au vase qui le con- 
tient, une vitesse commune égale et contraire à celle du pis- 
ton; alors le piston reste immobile; une molécule vient le 
choquer avec une vitesse relative — (o-t-e); elle rebondit 
avec une vitesse relative + (a + «); comme tout le système 
est animé de la vitesse commune c, la vitesse absolue de la 
molécule après le choc est « -+■ iv% l'accroissement de force 
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vive est — ~ 1 " - 31 '^ — ^ÎÎL, approximativement imuv. Le 
nombre (1rs chocs pour chaque molécule étant à peu près 
égal à ~ dans le lemps 6, l'accroissement de force vive pen- 
dant ce temps est m "J® pour chaque molécule, soit '"""^ " - 

pour les - molécules; celle quaniiiê est égale au travail dé- 
pensé. 

Inversement, si le pision s'éloigne, il y a diminution de 
force vive pendant le choc, et transformation d'une partie de 
l'énergie du gaz en travail extérieur. 

ETAT SOLIDE ET ETAT LIQUIDE. 

148. It est probable que les molécules des corps solides 
sont formées d'un grand nombre d'atomes, de sorte que les 
dimensions ili's moli'-mh's ne sont plus lii's-pctilcs par rapport 
à leurs dislances mutuelles, cl que l'action de deux molécules 
voisines se compose, non-seulement de deux forces égales et 
cuniraiivs appliquées aux centres de gravité des deux molé- 
cules, mais encore de deux couples ayant pour effet d'orien- 
ter les molécules, el de leur donner la disposition qui carac- 
térise la forme solide. Les molécules d'un corps solide vibrent 
autour de leurs positions d'équilibre, sans s'en écarter beau- 
coup; outre ce mouvement vibratoire du centre de gravité de 
la molécule, il y a lieu de considérer un mouvement oscilla- 
toire de la molécule autour de son centre de gravité, et aussi 
les vibrations intérieures des atomes qui la constituent. 

L'état liquide parait intermédiaire entre l'état solide el l'étal 
gazeux; les molécules n'ont plus de positions d'équilibre dé- 
terminées comme dans les solides; cependant elles ne s'écar- 
lem pas assez les unes des aulres pour que les forces molécu- 
laires deviennent insensibles comme dans les gaz. Concevons 
d'abord que le mouvement oscillatoire de la molécule autour 
de son centre de gravité, en s'accélérant, devienne un mou- 
vement de rotation continu, l'Influence de la forme des molé- 
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fuies disparaîtra en grande punie : c'est ce qui parai 1 avoir lien 
dans les liquides. Dans ce cas, ce qu'on appelle chaleur ln- 
Ir-nh: dit fusion consisterait principalement dans IViicrgir du 

mouvement de rolatiun des molécules. Eu second lieu, la vi- 
tesse de translation des molécules n'a pas une valeur assez 
grande pour séparer en quelque sorte les molécules les unes 
des autres; les forces moléculaires ayant toujours un effet 
sensible, le mouvement d'une molécule n'est pas rectiligne et 
uniforme; une molécule, après être restée (tans le voisinage 
d'un groupe de molécules, peut s'en écarter, et, attirée par 
un second groupe, venir occuper une position semblable dans 
ce second groupe. 

VtPORISATIOH. 

149, M.CIausius a cherché à expliquer la vaporisation de 
la manière suivante. Les vitesses de translation des molécules 
sont probablement très-variables dans un même liquide; une 
molécule, traversant la surface libre du liquide dans des cir- 
constances favorables, peut sortir de la sphère d'attraction des 
molécules voisines, et s'échapper en ligne droite dans l'es- 
pace situé au-dessus du liquide. Supposons cet espace limité 
par des parois et vide au commencement ; les molécules qui 
s'échappent ainsi forment une vapeur analogue à un gaz, et 
remplissent cet espace. Les molécules rebondissent contre les 
parois, se choquent entre elles, et viennent rencontrer la sur- 
face du liquide : les unes rebondissent, d'autres pénètrent 
par les pores cl rentrent dans l'intérieur. Il s établit ainsi un 
état d'équilibre, (tans lequel le nombre des molécules qui 
entrent est égal au nombre de celles qui sortent. La densité 
maximum de la vapeur dépend de la vitesse moyenne des mo- 
lécules, et par conséquent de la température. 

Lorsqu'un liquide se vaporise, il est clair que les molécules 
qui sortent en plus grande abondance sont celles qui sont 
animées de la plus grande vitesse; d'après cela, la force vive 
moyenne des molécules qui restent devient moindre, ei par 
conséquent la température du liquide s'abaisse; pour con- 



server au liquide sa température primitive, il faut lui fournir 
une certaine quantité de chaleur; e'est là ce que l'on appelle 
chaleur latente de vaporisai ion. 

Un gaz situé dans l'espace placé au-dessus du liquide n'em- 
pêche pas la vaporisation, mais la rend seulement plus lente. 
Quand une molécule, s'échappanl de la surface, rencontre une 
molécule de gaz dons le voisinage, elle peut rebrousser che- 
min et rentrer dans le liquide; il se formera donc pendanl 
l'unité de temps un nombre moindre de molécules de vapeur 
que si l'espace élail vide de gaz. 11 eu est encore de même au 
retour de la vapeur vers le liquide; les chocs produits par le 
gaz empêchent un certain nombre de molécules de rentrer 
dans le liquide. Comme les chances de choc sont tes mêmes 
à l'entrée et à la sortie des molécules, les échanges qui ont 
lieu entre le liquide cl ta vapeur seront diminués dans le 
même rapport, el l'équilibre aura encore lieu pour la même 
densité de vapeur que si le liquide était en présence d'un 
espace complètement vide de gaz; seulement l'équilibre sera 
plus lent à s'établir, 

FORMATION DES VAPEURS DANS U> ESPACE [IXJMtTB. 

150. Considérons un tube ABCD (fig. 3;)) de très-grande 
Fie- îD- 




longueur, vide de gaz, et renfermant un liquide à sa partie 
inférieure. Quand une molécule de liquide s'échappe verli- 

ment sous l'action de la pesanteur; elle s'élève à la hauteur 
h— —1 puiscllerelombc.Sidanssachuieellerenconlreenc 
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une autre molécule qui monte après elle, les vitesses étant les 
mêmes, la première molécule sera renvoyée (le bas en liaul 
avec la mémo vitesse, et elle remontera en b à la même hau- 
teur h. La vapeur ne dépassera donc pas un certain niveau CD, 
cl il se formera sur le liquide une atmosphère de densité 
décroissante. 

151. Les mêmes considérations peuvent être appliquées 
aux gaz et expliquent très-bien la limitation de l'atmosphère. 
Si l'on appelle u la vitesse des molécules d'air à la surface de 
la terre, la hauteur maximum à laquelle elles puissent s'éle- 
ver est donnée par la formule 



l'intensité do la pesanteur étant supposée constante. En rem- 
plaçant u par sa valeur donnée par l'équation (8), n° 144, 

(16) h = -«p.v,T. 

Si la couche inférieure est à la température de la glace fon- 
dante, h = | p,v, = la ooo mètres. 

Divers phénomènes nous apprennent que celte hauteur est 
trop faible; mais nous avons supposé, dans le calcul, que la 
molécule de gaz qui s'élevait du sol ne recevait en chemin 
aucune communication d'énergie extérieure, tandis qu'en 
réalité les rayons solaires fournissent constamment au gaz de 
l'énergie Calorifique. La limite supérieure de l'atmosphère est 
donc plus élevée; mais le calcul fait voir que celte limite doit 
exister. 

PROPAGATION DES VIBRATIONS DANS LES GAZ. 

152. Nous avons admis [o* 138) que la trajectoire d'une 
molécule de gaz est formée de parties rcctilignes, reliées par 
des parties courbes dues à l'action des molécules qu'elle ren- 
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contre, et très-peliles par rapport aux parties rcclilignes; mais 
ces parties rcclilignes elles-mêmes sont très- petites, malgré 
la grande vitesse île translation des gaz, parce que les chocs 
sont très-fréquents. Il en résulte que l'ensemble est un étal 
vibratoire irrégulier, chaque molécule se mouvant en zigzag 
dans un très-petit espace. L'étal général est le même que si 
les molécules étaient immobiles et se repoussaient suivant 
une certaine fonction de la distance et de la température; 
cette répulsion permanente entre les molécules supposées 
immobiles remplace celle qui s'exerce en réalité d'une manière 
intermittente au moment des chocs. On rend compte de la loi 
de Mariotle en supposant que cette force répulsive iiléale varie 
en raison inverse de la distance, avec un coefficient qui dé- 
pend de la température du gaz. 

Concevons que les molécules du gaz soient distribuées ré- 
gulièrement suivant trois directions rectangulaires, et soil a 
ie coté d'un cube élémentaire aux sommets duquel sont si- 
tuées des molécules, La résultante des actions répulsives de 
toutes les molécules situées à gauche du plan AB [fig. /\a) 
Fis- i°- 

...!' 



sur une molécule m située dans ce pian, est perpendiculaire 
au plan, et on peut la représenter par 

F _ frro' 

le coeflicient /, étant fonction de la température, et indépen- 
dant de la distance moléculaire a. En effet, si la dislance a de- 
vient double, toutes les dibUinccs deviennent doubles, et les 
forces moléculaires moitié moindres, ainsi que leur résul- 
tante F ; cette résultante varie donc en raison inverse de a. 
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Sur une surrace de 1 mètre carré, le nombre des molécules 
étant la pression que supporte celle surface est 

r a' a' 

on a donc ^ 

Considérons une masse gazeuse pesant i kilogramme, et 
enfermée dans un cube dont le cotéesifi; le nombre des 

molécules est n = (^J — ^- D'ailleurs on a nmg— i ; la re- 
lation précédente devient 



c'est la loi de Mariolte. Pour retrouver I» loi de Gay-Lussac, 
il suffit de supposer que le coefficient /. est proportionnel à la 
température absolue T. 

Laplace avait déjà montré que cette hypothèse des répul- 
sions moléculaires inversement proportionnelles aux dis- 
tances satisfait à la loi de Mariolte. 

153. Celle conception d'un milieu idéal formé de molécules 
immohiles dans leurs positions d'équilibre, et exerçant les 
unes sur les autres des forces fonctions de la distance, sert de 
base à la théorie des ondulations. Le calcul indique que, s'il y 
a un centre d'ébranlement dans un pareil milieu, les vibra- 
tions se régularisent à mesure qu'on s'éloigne du eenire d'é- 
branlement. Si le milieu est isotrope, elles se partagent eu 
vibrations longitudinales et en vibrations transversales, se 
propageant avec des vitesses différentes, de sorte que les dett\ 
espèces d'ondes sont séparées l'une de l'autre. On voit aussi 

que, si la force moléculaire eït inversement proporlii i^lle 

à la distance des molécules, les vibrations transversales ne 
peuvent se propager; il n'y a donc dans l'air que des vibra- 
tions longitudinales. Les forces moléculaires doivent suivre 
une loi différente dans l'éllier, puisque ce milieu transmet les 
vibrations transversales auxquelles on attribue les phénomènes 



lumineux. D'après cela, lu nouvelle théorie des gaz ne déirnii 
pas les anciens travaux sur la propagation du son; elle, donne 
seulement une autre signification aux lois .élémentaires qui 
ont servi de base à ces calculs. 



151. On a observé que deux gaz simples se combinent entre 
eux dans un rapport simple de volumes, et que si le composé 
est gazeux, il existe aussi un rapport simple entre le volume 
du gaz obtenu et celui des gaz combinés. On a été amené 
d'après cela à penser que des volumes égaux de gaz simplet, 
A la même température el sous la même pression, renferment 
le même nombre de molécules. Voyons les conséquences qui 
résultent de celle hypothèse. 

Considérons deux gaz différents, qui , à la mime tempéra- 
ture, occupent le même volume sous la même pression, on 
aura, pour le premier, 

et, pour le second, 

Si l'on an — n', comme on l'a supposé, il en résulte 



On en conclut qui 1 , loisijuf dnu.r g/tz simples sont à In même 
h'iiijirrnluri:, la f tirer riVf du trttiishtlitin d'uni: mvlrculr est 
la même dans l'un el l'autre gaz. On dira donc que deux gaz 
sonl à la même température quand leurs molécules possèdent 
la même force vive de translation. Celte force vive étant, en 
outre, proportionnelle à la température absolue, on posera 




?. étant une constante. 
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Nous avons vu (n a 140) que, dans les gaz simples, la force 
vive du mouvement de translation esl une même fraction con- 
stante de la force vive lotiilc. Ainsi , lorsque deux gaz simples 
sont it la même température, la force vive totale d'une molé- 
cule est la même; cette force vive totale esl aussi proportion- 
nelle à la température absolue. 

155. Considérons maintenant les gaz composés. Prenons 
pour exemples les deux oxydes d'azote, dont la composition 
est la suivante : 

i \cl. d'oxygène -4- i vol. d'azote 

donnent 2 vol. de bioxydc d'azote. 
1 vol. d'oxygène -t- a vol. d'azote 

donnent a vol. do protoxyde d'azote. 
On admet qu'une molécule de bioxyde d'azote est formée d'une 
molécule d'oxygène et d'une molécule d'azote; qu'une mo- 
lécule de protoxyde est formée d'une molécule d'oxygène et 
de deux molécules d'azote. Si donc on appelle n le nombre des 
molécules contenues dans l'unité de volume desgaz simples, les 
combinaisons précédentes seront représentées par les formules 

Bioxydc «0+ nAz--n(OAz), 

Protoxyde nO + inAz = n(OAz'). 

A la même tempéra turc cl sous la même pression, deux vo- 
lumes égaui de ces gaz composés contiennent encore le même 
nombre de molécules, et par conséquent l.i force vive de Irans- 
■ lation d'une molécule est la mémo- 
Mais cette loi ne concorde plus avec celle des gaz simples; 
car s'il y a 11 molécules dans un volume d'oxygène, il y aurait 
n molécules dans les deux volumes de bioxydc d'azote, cl 
par conséquent - molécules dans un volume; la force vive 

d'une molécule de biovyile serait double de celle d'une molé- 
cule d'oxygène. 

Pour généraliser la loi des gaz simples, M. Clausius suppose 
que dans les corps simples chaque molécule eslformée de la réu- 
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iiion de deux molécules égales électrisées, l'une positivement, 
l'autre négativement, ei que la combinaison des deux gaz est 
précédée d'une double décomposition. Si donc on représeniu 
parÔÔ la molécule d'oxygène, el par AzAz celle d'aiole, les 
deux réactions sérum figurées ainsi qu'il suit : 

. Bioxyde d'azole n(ÔÔ) + «(AzÀz) — an(ÔAz), 

Protoxyde d'azote.. . - n(ÔÔ) -+- an(Az Az) = an(ÔÀz). 

De cette manière l'unité de volume des gaz composés renfer- 
mera n molécules. 
Voici d'autres exemples. 

L'acide chlorhydrique est l'analogue du bioxyde d'azole; 
un volume de chlore el un volume d'hydrogène donnent deux 
volumes d'acide chlorhydrique ; 

un volume du composé renrerme n molécules. 

L'eau est l'analogue du protoxyde d'azole; un volume d'oxy- 
gène et deux d'hydrogène donnent deux volumes de vapeur 
d'eau : 

nfÔÔ)-t-2n(HH) = anfÔH). 

L'acide sulfhydrique csl analogue au pruloxyde d'azole el à 
l'eau, grâce à la densité de la vapeur de soufre trouvée par 
MM. H. Sainte-Claire Deville cl Troosl; un volume de vapeur 
de soufre et deux volumes d'hydrogène forment deux volumes 
d'acide sulfhydrique : 

»(5S) + *»(BtH)=an(sfi). 
Un volume d'azole el trois volumes d'hydrogène forment 
deux volumes d'ammoniaque : 

r(AzAz) -h 3n(HH) = 2«{ Aztï j. 

Mais l'hypothèse de M. Clausius est insuffisante pour rendre, 
compte de combinaisons plus complexes; aiu-i deux volumes 
d'acide chlorhydrique cl deux volumes d'ammoniaque forment 
quatre volumes de chlorhydrate d'ammoniaque. Les formules 
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précédentes donneraient: 

an(CIH) ■+■ an(Al H) — sb(C1A'z H ), 

savoir : deux volumesdu composé au lieu de quatre. Pour ré- 
tablir l'analogie, il faudrait admettre que les molécules des 
gaz simples sont formées de quatre atomes; les formules de 
l'acide chlorhydrique el de l'ammoniaque seraient alors : 

ffl(fi'lCl)4- »(HH} = 3B(Ùfl), 
n(ÀzÀa) + 3n(ttË) — an(ÀiH'), 
et l'on aurait pour la formation du chlorhydrate d'ammoniaque : 
3 «(âË) + a «(Â'zH*} = 4n(àAzH<). 

Le sulflijdraie présente la même difficulté. 

On pourrait ainsi généraliser la loi et dire qu'à la même 
température et sous la même pression , des volumes égaux de 
tous les gnz contiennent le même nombre de molécules. 

On conclurait de là qu'A la même température, la force vive 
de translation d'une molécule est la même et qu'elle est propor- 
tionnelle à fa température absolue. On aurait ainsi = AT, 

X étant une même constante pour tous les gaz. 

Mais la force vive totale d'une molécule ne serait pas la 
même, parce que le rapport de la force vive de translation 
à la force vive totale n'est pas le même dans tous les gaz com- 
posés; la force vive totale d'une molécule à la même tempéra- 
ture serait d'autant plus grande que la molécule est plus com- 
plexe. 



150. Dulong et Petit ont trouve que, pour la plupart des 
corps simples, solides ou liquides, la chaleur spécifique est en 
raison inverse de l'équivalent chimique, ou hien que le pro- 
duit de la chaleur spécifique d'un corps par son équivalent est 
un nombre constant. On peut en juger par les nombres sui- 
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vanls : 



Fer o,nl8 -j8 3,i86J 

Zinc 0,0755 32,75 3,1176 

Cadmium 0,1.567 56 3, 1751 

Plomb o,o3i6 io3,-5 3,1599. 

Si l'on suppose que le poids d'une molécule d'un corps soil 
proportionne! à son équivalent chimique, il résulte de celle 
loi que la capacité calorifique d'une molécule est constante 
pour tous les corps simples. Par suite, la force vive d'une 



molécule à une même température est la même pour tous les 
corps simples liquides ou solides, comme pour les gaz sim- 
ples. 11 y a bien quelques métaux qui semblent ne pas se con- 
former à cette loi; ainsi on a pour l'argent et le potassium : 

Argent 0,0570 108 G,i5G 

Potassium o. 163G îg 6,r>7i 

On peut remarquer qu'il suffirait de prendre pour équivalent 

pour les faire rentrer dans la règle générale; les oxydes auraient 
alors l'une des deux formes OZn, OK', selon qu'ils appartien- 
nent à l'une ou 0 l'autre des deux catégories. Il .y a d'ailleurs 
des raisons puisées dans la Cliïmie et la Cristallographie qui 
sont d'accord avec celte manière de considérer les équivalents 
fondés uniquement sur les chaleurs spécifiques. 

Eu résumé, si l'on choisit convenablement les équivalents 
chimiques et qu'on les rapporte à l'hydrogène pris pour unité, 
le produit de la chaleur spécifique d'un corps simple par son 
équivalent est un nombre sensiblement constant et égal à 3,-i. 
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CHAPITRE I. 

ÉLECTROSTATIQUE. 

Loi do Coulomb. - Définition du potentiel. — Potentiel d'une concile subé- 
rique homofielie. — CaJ oil le point nlliré est -ilnr J l'inl.'Tii'Ur île in masse 
aBÏ5»anlc. — Surfaces rie nivem. — Th.-.>rème fondamental. — Équilibre 
électrique <lail< un lysteme de corp> parfaitement conducteur). — Distribu- 



157. Pour énoncer la loi des attractions cl des répulsions 
électriques, on a imaginé deux fluides que l'on suppose ré- 
pandus d'une manière continue dans les corps. Un corps n'est 
pas éleclrisé lorsque chaque élément de volume contient des 
quantités égales des deux fluides : le corps est électrisé lors- 
que !*un des fluides est en excès; cette différence constitue 
ce qu'on appelle l'électricité libre dans le corps. L'action mu- 
tuelle de deux masses infiniment petites m, m' d'électricité 
libre est une force dirigée suivant la droite qui les joint; elle 
est répulsive ou attractive suivant que les deux masses élec- 
triques sont de même espèce ou d'espèces contraires; elle 
varie en raison inverse du carre de la distance r: on peut 
donc la représenter par la formule 
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en regard an l la force comme positive eu négative suivant 
qu'elle esl attractive ou répulsive, et prenant pour unité de 
masse électrique une masse telle, qu'une niasse égale et de 
signe contraire, placée a l'unité de distance, exerce sur elle 
une attraction égale à l'unité. Telle esl la loi de Coulomb, qui 
comprend, .comme nous le verrons, l'ensemble des phéno- 
mènes d'électricité statique. 

1 38. Considérons une masse électrique infiniment petite m, 
soumise à l'action de plusieurs masses iiilinimenl petites m', 
m",.. . . Appelons x, y, z les coordonnées du point m; x', y' , 
z' celles du point m', etc.; désignons par a, b, c les cosinus 
des angles que fait la droite mm' avec les a\es; la résultante 
dos actions exercées sur la masse m par les autres masses aura 
pour projections sur les trois axes des coordonnées 

Si l'on suppose la masse m égale à l'unité, el si l'on repré- 
sente par dq l'une quelconque des niasses ni, m", . . . d'élec- 
tricité libre répandue sur un corps ou un système de corps, 
on aura 

(o x=-2^, Y=-2 I " , -, z=-2 £ ^ ! - 

Ces formules représenieni l'action exercée par un système de 
corps électrisés sur une masse i d'électricité positive, placée 
en un point P de l'espace. Il suffit évidemment de tenir 
compte de l'électricité libre; car une certaine quantité de 
fluide neutre, étant la réunion de deux masses égales + dq 
et — dq d'électricités contraires, n'exerce aucune action sur 
le point P. 

MfinlTIOll DU POTENTIEL. 

159. Les trois sommes précédentes peuvent être ramenées 
à une même somme. On a en effet 

r- = (*> - x)' +■ (}■■-}■)•+ ( z 1 - z )'. 
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La dislance et les cosinus a, b, c étant des fondions des 
coordonnées x, y, z du point P, les composâmes X, V, Z de 
la lorec exercée sur le point P sont des fniKlioiis ili's trois va- 
riables indépendantes x, y, z. En diflcrcnlianl par rapport à 
la variahlc x, on a 



et, par suite, 
Considérons l'intégrale 

(•) v =2? 

étendue à tous les corps électrisés; celte somme est aussi 
une fonction des coordonnées x, y, z du point P, el l'on a 

On en conclut 

,j, X = _"L, v = _iï, t= " 

Sx iy iz 

Ainsi les composantes de l'action exercée sur une masse 1 
d'électricité positive placée au point P, par l'ensemble des 
corps électrisés, sont les dérivées partielles, prises en signes 
contraires, d'une certaine fonction des coordonnées du point P. 
Celte fonction V est ce que, dans ses calculs sur l'attraction, 
Gauss a appelé le potentiel. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé que le point P 
est situé en dehors des masses agissantes ; dans ce cas, la dis- 
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lance r ne devenant pas nulle, le quotient - reste lini, et l'in- 
tégrale V a une valeur parfaitement déterminée; le potentiel 
est une fonction finie et continue de x, y, z. Les compo- 
santes X, Y, 7, jouissent de la moue propriété; mais lorsque 
le point 1' est situé à l'intérieur des mns-i>s agissantes, la fonc- 
tion - devenant infinie, la détermination des intégrales pré- 
sente de graves difficultés; avant d'aborder ces questions dé- 
licates, nous chercherons le potentiel d'une i-imche Sjihériqm! 
homogène. 

POTENTIEL D'tlNB COUCHE SPUÊHtlJUE HOMOCE>E. 

100. Considérons une couche homogène comprise entre 
deux sphères de rayons a et a da, avant mémo centre 0; 
appelons p la distance OP, 0 l'angle que Tait avec la droite OP 
le rayon qui va du centre à un point quelconque M de la 
couche, et y l'angle que fait le plan PUM avec un plan fixe 
passant par OP. L'élément de volume ayant pour expression 

dv — a' sinfl dadO rfç, 
si l'on désigne par k la densité de l'électricité libre, on aura 
iiq=lcdv= ka'sinSda dSdf 

et, par suite, 

V = t ..rfajT" jf" 'ïïîrfM, _„*«■*/" «SMÎ. 
De la relation 

r 1 — n'-f- f>'~ anpcosO, 

on déduit 

rrfr = np sin9 d9; 
si l'on remplace la variable 0 par la variable r, il vient 

y=" l ° ia jd r . 
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Il y a ici deux cas à distinguer, suivant que le point P est à 
l'extérieur de la couche sphérique ou à l'intérieur de la 
sphère a : dans le premier cas les limites de l'intégration sont 
p — a et p + a, et l'on a 



en désignant par M la masse de la. couche. Le potentiel de h 
couche sphérique, agissant sur un point extérieur, est le même 
que si la masse de la couche était concentrée en son centre. 
Dans le second cas, les limites sont a — p ei a -f- p, et l'on a 



Le potentiel de la couche sphérique, 
térîeur P, est constant, c'est-à-dire h 
du point P; on en déduit que la fore 
Considérons maintenant une sphè 
agissant sur un point P situé dans h 
dislance p du centre; on peut regard- 



rieur P, donni 



H' 



Hr.kj",,. 



celles dont le rayon est plus grand que agissant sur un point 
intérieur, donnent un potentiel égnl à 

xk( a >-p>). 

Le potentiel <U: hi sphère entière est donc 

»—»(*-$)• 

Si l'on ïcut calculer l'action de celte sphère sur le point P, 
on remarquera que les couches dont le rayon est supérieur 
;'i p n'exercent aucune action sur le point P, et que les cou- 
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ches dont lo rayon esl inférieur à p agissent comme si elles 
étaient concentrées au cenlreO; la résultante esl une forée 
égale à 

dirigée suivant la droite 01'; ses projections sur désaxes pas- 
sant par le point 0 sont 

!•»*■ i«* 

on voit qu'elles sont égales et de signes contraires oui déri- 
vées partielles du potentiel. 

CAS OU LE POIKI ATTIRE EST SITCÊ A l'imCIU H. H DE LA MASSE 
AGISSANTE. 

101. Il faut d'abord déiinir nettement la signification des 
intégrales V, X, V, Z. Imaginons une sphère, décrite du 
point P comme centre avec un rayon égal à l'unité, et consi- 
dérons le eùnc qui a pour sommet le point P, et pour base un 
élément d',i de la surface de cette sphère; deux sphères dé- 
crites, du point P comme centre, avec des rayons r et r +■ dr, 
découperont dans le cône un élément de volume 

et l'on aura 

dq — kr'dudr, 

k désignant la densité de l'électricité libre dans cet élément. 
Concevons une surrace fermée et convexe très-petite S, enve- 
loppant le point P; appelons p et H les distances du point P 
à la surface S et ;t la surface extérieure du corps sur un même 
rayon mené par le point P. Le potentiel de la masse située à 
l'extérieur de la surface S est 

quand p tend ïers zéro, l'intégrale 
(*krdr 
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lend vers une limite déterminée 



.95 




krdr\ 



la limite de l'intégrale multiple est le potentiel de la masse 
entière. 11 en est de même des composantes de la force; la 
composante, suivant l'axe des x, de l'action de la masse exté- 
rieure à la surface S est (n° lîifl) 

-2^ =-/•*" jf""*' 

elle lend vers une limite déterminée, quand p tend vers zéro. 

162. Ainsi la masse agissante qui environne le poinl P n'in- 
troduit dans les intégrales V, X, Y, 7., malgré la petitesse de 
ia dislance, que des quantités irés-pctiles. On en conclut que 
ces intégrales sont des fonctions linics et continues de x, y, 
z. Soient, eh effet, V, le potentiel de la masse comprise dans 
la surface S, et V, celui de la masse extérieure, agissant sur le 
point P; V* et V, les potentiels des mêmes masses agissant 
sur un point P', voisin de P, et silué aussi à l'extérieur de la 
surface S; on a 

V— V=(V',— V,)-t-V', —V,; 

le potentiel V, de la masse extérieure, agissant sur un poinl P 
non situé dans cette masse, étant en fonction continue de x, 
y, z, ia différence V, — Vi est très-petite; d'autre part, cha- 
cune des quantités V, et V, est très-petite : donc la différence 
V — V est elle-même très-petite. On verrait de la même ma- 
nière que X, Y, Z sont des fonctions continues. 

163. Nous allons démontrer que les composantes de la force 

tielles du potentiel. C'est ce que l'on vérifie aisément lorsque 
la densité k du fluide est constante; parlageons la masse agis- 
sante en deux parties : celle qui est comprise dans une petite 
sphère à l'inlérieurde laquelle est situé le poinl P, et la partie 
t3. 
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extérieure; appelons V, el Vi les potentiels de ces deux par- 
ties, X, et X, les composantes des forces qu'elles exercent sur 
le point P. Le point P n'étant pas situé dans la seconde partie, 




D'après les propriétés des 
(ii" 160), on a de même 

X,= 

un en conclu! 

X: 

1(H. Considérons maintenant le cas où la densité est va- 
riable. Décrivons du point P, comme centre, avec un rayon 
irès-pelit p, une sphère S. et prenons un point P' voisin de P 
el silué à l'intérieur de lu vplièn:; appelons n la distance PP'; 

V — V 

nous ferons voir que le rapport :t une limite quand a 

force suivant la droite PP', En effet, le rapport — — — diffère 
peu de X„ cette dernière quantité différant peu elle-même 
de X, on peut écrire 

V,— V', = «(X + 0. 
e s'évanouissant avec a el p. 

Pour évaluer V, clV',, nous prendrons pour coordonnées 
d'un poinl quelconque M les deux distances PM, P'M, que 
nous désignerons par r et r', el l'angle ij* que fait le plan PMP' 
avec tin plan fixe passant par la droite PP'; un élément du 
plan PMP' a pour expression rtlrdO. 0 étant l'angle MPP'. Si, 
dans la relation 



couches spheriques homogènes 



nous faisons varier 0, laissant r constante, nous aurons 
rVr' = orsin0(/0, 
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et l'élément de surface deviendra 

r'drdr' rr'drdr' 
asinfS "~ <y- 
V étant la distance de l'élément à l'axe PP'. Cel élément de 
surfane, en tournant autour de l'axe, engendre un clément de 
volume 

. rr'drdr' dty 

V,= - ^kr'drdr'dty, V, = - ^hrdrdr'dty. 
Intégrons d'iibord par rapport à ty, et posons 

■ =_{"«♦; 

H étant une fonction de r et /■', les expressions précédentes 
deviennent 

V,= ^Br'drdr', V, = l - Brdrdr', 

d'où 

V, — V, =^ H drdr'. 

La quantité H conservant le même signe, et le rapport 

étam compris enlre — i et + i , on poutra écrire 

V.-V',: .i^Udrdr', 

). étant un nombre compris entre — i et -M. D'autre pari, si 
l'on désigne par II, une valeur moyenne de II, on aura 

X.-V.^m.^drdr'. 

Pour calculer la valeur de l'intégrale double, si l'on Intègre 
d'abord par rapport à r' et ensuite par rapport à r, il faudra 
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partager l'intégrale en deux parties : 

j drj" dr'+^drj dr' = a i>p - a). 
On a ainsi 

V,-V', = ÏH,a(3p — a). 



ce rapport a pour limite X, quand a et p tendent vers iéro("). 



Ki.ï. On appelle surface de niveau le lieu des points pour 
lesquels le potentiel V a une même valeur. Pur le point P passe 
une surface de niveau, cl une seule, et il est lacile de voir 
que la force qui s'exerce en ce point est normale à la surface 
de niveau. On sait, en effet, que la normale à celte surface au 
point P fait avec les axes des coordonnées des angles dont les 
cosinus sont proporliormelsaux dérivées partielles 



et par conséquent proportionnels aux composâmes X, Y, Z de 
la force. On en conclut que la force est dirigée suivant la nor- 

Soil du la portion rie normale comprise entre deux surface* 
de niveau infiniment voisines V et V -+■ dV, et supposons que 
l'axe des x coïncide avec la normale; on a 

'-*--£• 

Ainsi la force qui s'exerce en un point est égale à la dérivée 
du potentiel par rapport à la normale à la surface de niveau 



( " ; Otlr llëmiimlrMinTi iliflPniiMl-,» n Mi iniii|;i par M. Hmiqiwl. 



Electrostatique. i<jj| 
passant par le poinl considéré, cl relie force est dirigée du 
rôle vers lequel le potentiel diminue. 



THÊOH&MÏ FONDA HUMAI.. 

100. Jusqu'ici nous n'avons parlé que des dérivées pre- 
mières rlu potentiel ; les dérivées secondes jouissent aussi de 
propriétés Irès-remarquables. Considérons d'abord le cas où 
le poinl P est silué en dehors îles musses nyissa rites; la fonc- 
tion - ne devenant pas infinie, on peut différeiilïer sous le 
signe somme comme à l'ordinaire. Une première opération 
(n* 159) nous a donné 

il r;':- r 

Une seconde opération nous donnera 

On a de même 

3'V v 36*— i , J'V 3e-- i , 

On en déduit 

La fonction placée sons le signe somme étant identiquement 
nulle, la somme elle-même est nulle. Ainsi, tant que le point 1' 
csl en dehors des masses agissantes, on a 

s _iy >VV _ 

Sx 1 + ïy + Sa" 



Pour abréger, nous représenterons le premier membre pnr le 
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symbole AV, de sorte que l'équation précédente s'écrira 



AV = o. 

Lorsque le point P est situé à l'intérieur îles masses agis- 
santes, la fonction placée sons le signe somme devenant in- 
finie, on ne peut plus opérer comme nous avons fait ; d'ail- 
leurs, les expressions telles que 

auxquelles nous avons été conduit, n'ont plus ici de signifi- 
cation déterminée; car si l'on remplace dq par sa valeur 
kr'ittodr, il reste encore le facteur rau dénominateur, et la 
fonction sous le signe somme devient infinie. Il faul alors re- 
courir à d'autres méthodes. 



167. Supposons d'abord que la masse agissante ait, dans le 
voisinage du point P, une densité constante. Imaginons une 
petite sphère S comprenant le point P; appelons V, le poten- 
tiel de la masse renfermée dans la sphère, et V, celui de la 
niasse extérieure. L'origine des coordonnées étant placée au 
centre de la sphère, nous avons trouvé (n- 160) 

-r— — — iitkx, - — = ~~iztty, ~? — = — pitiés; 
ix 3 3/ 3 ■ Sa 3 

on en déduit 

ix' — if* ~ 3a' "~ 3 ' 

et, par suite, 

4V, = -4it*, 

/,■ étant la densité du fluide dans la petite sphère. Le point P 
n'étant pas situé dans la masse extérieure à la sphère, on a 
d'autre part 

AV 1 = o, 

il en résulte 

AV = AV, + AV I = -4*A'. 



ÊLBCTKUSTATHJIiE. 20 r 

166. La même propriété a lion lorsque la masse agissa nie 
n'est pas homogène autour du point I'; voici la démonstration 
donnée par M. Clausius. 

Imaginons, comme précédemment, une petite surrace S, 
fermée et convexe, enveloppant le point P {f<g. 40; appelons 



«Mi. 




V, le potentiel (le la ninsse comprise ikins celte surface, et V, 
celui de la partie extérieure. Puisque AV, — o, il suffit de 
calculer AV.. Menons du point!' un oone d'ouverture angu- 
laire infiniment petite rfto; ce cône détermine, entre deux 
surfaces sphériques de rayons r et r + i/ret ayant pour centre 
le point P, un élément de volume 

dv — r : il m dt. 

Soient'!!, b, c les cosinus des angles que toit avec les axes une 
des génératrices PMdu cùrie. I-a masse 
tlq = hr'd<adr, 

située dans cet élément de volume, exerce sur le point P une 
action 

Itr'dai dr _ ^ 
ayant pour composante, suivant l'axe des x, 
et l'on a 

^' = -X, okdadr =fa<tu fldr, 
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p étant la longueur du rayon allant du point P à un point quel- 
conque M de la surface S. Si l'on pose 

celte expression prend la forme 

S =/»»■'»• 

La lettre r désigne ta distance du point P à un point quel- 
conque m du rayon PM, et, dans l'intégrale H, cette variable 
crotl de o à p. Appelons r' la distance .M ni, et remplaçons la 
variable r par la variable r'; on a 

r = P -,', tir ^= -<//■', 

B = -J °fri/r'= f^frrfr'. 

I.'inléjznile conserve In même forme; mais la distance est 
comptée à partir de la surface S an lieu de l'être à partir du 
point P. Cette intégrale II dépend de la direction du rayon MP 
et de sa longueur; c'est une fonction des quatre variables a, 
b, c, p, dont trois .seulement sutil indépendantes, ;i cause de la 
relation entre les cosinus. Le cène dm découpe sur la sur- 
face S un élément MM' que nous désignerons par ih, cl sur la 
sphère décrite il il point P comme centre, avec le rayon p, 
un élément ME égal à p'dtù. Appelons a, |5, y les cosinus des 
angles que fait, avec les axes la normale MN à la surface au 
point M, / l'angle do cette normale avec le prolongement MA 
du rayon PM ; ou a 

p'tfw — dacosi, 

et, par suite, 

Cette nouvelle forme présente l'avantage que l'élément diffé- 
rentiel dn et les limites de l'intégration sont indépendantes 



ÊI.ECTH0ST*TIIJ1JH. 2o3 

de la position du point P a l'intérieur dp la surface S. D'ailleurs 
la fonction placée sous le sif;ne somme conserve une valeur 
finie. On peut donc différenlier sous le signe somme à la façon 
ordinaire, et l'on a 

Si l'on appelle S. », S le» coordonnées du point M, on a 

p'=($-*)"+(»-j-)'+(E-»|', 

, = S=Î, »=î=i, . = i=i, 
P P P 

poosi = a((- - r )+,(S-a). 
On peut écrire 



Or 
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et, par suite, 



On a de même 

Si l'on ajoute ces expressions, on voit aisément que les termes 
de la premiiTi! intégrale s'annulent; il vient 
S'V, 3'V, S*V, /"rosi / 3H ,SH iH\ , 

l.;i quantité Ii est, comme nous l'avons dit, une fonction 
de a, b, c, p; mais res quantités sont des fonctions connues 
des coordonnées a:, y, z du point Pî on a donc 

3H_3H a a a_H H a_B Je a_H 3p. 
p« Sa: + ai a* + Je jar ^ ïp Sx' 



niais 



J«__ i \- 



II en résuite 

Ml OH a 



On a de même 

3H 6 / JH 

~ P V Ja 
aji _ c / 3H ^ 

ai "~ p \ a« 







p 3p 


, 3 II 


3H\ 


i JH SH 






p an ap 






t a H 4 a H 




•S)- 
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On en déduit 

a je b sh + c ?h _ _ jb , 

S.E Jj" .">E .''p " 

l'expression de AV, devient ainsi 

AV, = — ( — — — du. 
Nous avons posé 

B=J P kdS; 

la valeur de ;> n'entre pas sous le signe somme; la limite su- 
périeure seule dépend de p; en appelant /,, la densité du 
fluide électrique au point P, on a donc 



et, par suite, 

AV, = - k.j"— rf!I = - *■ fa*- 

Cette. intégrale double devanl être étendue n toute la sphère 
décrite du point P comme centre avec un rayon égal à l'unité, 
on a enfin 

A.V,= -4Tf*„ 

et, par suite, 

4V=-4k*„ 

puisque AV,= o. 

Ainsi l'expression AV est éRale :i zéro ou à — fak„ suivant 
que le point P est situe à l'extérieur ou à l'intérieur des 
masses agissantes. Mais on peut comprendre tous les ras de 
b question dans un même énoncé : si l'on désigne par k la 
densité de ta masse agissante au point P, on a, d'une manière 
générale, la relation 
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ÉQUILIBRE fcl.ECTB10.UE DANS UN SYSTÈME RE CORPS PARFAITEMENT 

169. Un corps bon conducteur esl un corps qui n'oppose 
aucune résistance au mouvement (le l'électricité. Considérons 
un système foimé de conducteurs isolés, et chargés de quan- 
tités électriques données. Appelons V le potentiel de tout te 
système sur un point P quelconque. Pour l'équilibre élec- 
trique, il esl nécessaire et il suffit que le potentiel ait um- 
valeur constante à l'intérieur de chacun des corps conduc- 
teurs; car si le potentiel avait une valeur variable dans l'un 
d'eux, une masse m d'électricité libre située dans le corps 

, , , . d\ 

sérail solltcileo par une force égale a — m , -t et se mouvrait 

dans la direction de cette force. D'autre part, les deux quantités 
+ m et — m d'électricités contraires, qui forment une masse 
infiniment petite de Tuide neutre, seraient sollicitées par deux 
forces égales et contraires, se mouvraient en sens opposés, 
et le fluide neutre serait décomposé. Ainsi le potentiel de 
tout le système doit avoir une valeur constante V, dans l'un 
des conducteurs, une valeur constante V, dans un second, etc. 
Il esl évident, d'ailleurs, que celle condition esl suffisante. 
Le potentiel est variable dans l'espace isolant qui sépare les 
corps les uns des autres. 

170. Le potentiel ayant une valeur constante dans chacun 

des corps conducteurs, les dérivées premières—.—» — 

sont nulles en tous les points du corps, et il en est de même 

des dérivées secondes 'y^ ■ Ainsi, dans chacun des 

corps, on a AV-o; de la relation fondamentale àV — — 4ji k, 
on conclut que la densité h de l'électricité libre à l'intérieur 
des corps esl nulle, et par conséquent, qu'il n'y a pas d'élec- 
tricité libre à l'intérieur des corps conducteurs. Il résulte de 
là que l'électricité libre esl distribuée suivant une couche in- 
finiment mince à la surface de chacun des corps conducteurs. 
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Soit du un élément de surface, e l'épaisseur de la couche en 
ce point; la masse d'électricité libre répandue sur cet élément 

appelle la densité de la couche électrique. La quantité «l'élec- 
tricité libre répandue à la surrace de l'un des corps, ou sa 
charge électrique, est 

son potentiel est 




171. Dans chacun des corps conducteurs, le potentiel, 
comme nous l'avons dit, conserve une valeur constante; il 
varie d'une manière continue à l'extérieur, ou dans l'espace 
qui sépare deux corps conducteurs; nous allons démontrer 
qu'il jouit de la même propriété quand le point P traverse 
une couche électrique. Supposons, en effet, que le point P 
soit placé à une distance très-petite d'une couche électrique, 
dislance mesurée par la normale PO {figj\i)k cette couche; 



Fis. (l. 




appelons V, le potentiel d'une zone très-petite AB comprenant 
le point 0, cl V, le potentiel des autres masses électriques; 
on a 

v=v,+v,. 

Sur un élément mn de la zone est répandue une quantité d'é- 
lectricité hdrs, et le potentiel de la zone a pour expression 
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Projetons la zone Al! sur le plan langent au point 0; appe- 
lons y le cosinus de l'angle que la normale en m fait avec la 
normale au point 0, di' la projection de l' élément do; on 

do'-- ydo. 

Menons dans le plan tangent un ave fixe Ox lf s . 43), et dé- 
terminons l'élément do' par deux droites, faisant avec l'axe Ox 

Fi,, jî. 



des angles égaux a ? et à ç + dy, el par deuv cercles décrits 
du point 0 comme centre, avec des ravons égaux à Bd«+ du; 
ou aura alors 

di' = udud<3. 

el, par suite, 

V — J 1 "!" — J Ç , "" l '" l 9 

l-ln désignant pur A l'angle de la droite l'm avec I» normale 1*0 
ijig.{*). on a 



Soit A, la valeur maximum de h sur la zone, y, la valeur mi- 
nimum de laquelle est voisine de l'unité; ou a, pour un 
point quelconque de la zone, 
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et, on supposant que la projeclion Je la zone sur le plan lan- 
gent soil un cercle de rayon p, 

On voit que la zone n'introduit dans le potentiel qu'une quan- 



V, ayant une valeur Irès-petile et V, variant d'une manière 
continue, il en est de même de V. 

172. Bans rhacun des corps conducteurs, le potentiel a une 
valeur constante, et celle valeur est la même qu'a la surface 
puisque In fonction varie d'une manière continue; la surface 
du corps est dune une surface de niveau. La force qui agit sur 
la quantité d'électricité hda répandue sur un élément de la 
surface du corps est - h — <l- la dérivée étant prise à l'ex 

térieur; celle force est dirigée du dedans au dehors et dé- 
truite par la résistance de l'air ou de l'enveloppe isolante; il 
en résulte que si h est positif, la fonction V diminue quand 
on va de l'intérieur du corps à l'extérieur; c'est le contraire 
qui a lieu quand h esl négatif. 

La force dont nous venons de parler produit sur l'enveloppe 
isolante une pression qui, rapportée à l'uniié de surface, esl 

dn 

Remarquons encore que -j^ change brusquement de valeur 
quand le point P traverse une couche électrique; car, à l'in- 
térieur, celle dérivée est nulle, cl, à l'extérieur, elle a une 
valeur finie différente de zéro. 

La superposition de deuv élats d'équilibre esl un nouvel 
état d'équilibre. Soient en elTel V el V les potentiels relatifs 

-4 



il ces deux étais d'équilibre; le potentiel V + V pour le nouvel 
étal résultant de In superposition (les deux premiers sera en- 
core constant dans ch:ujui- corps conducteur. 

Si l'on change dans un rapport constant la densité élec- 
trique de chaque point, on obtient de même un nouvel étal 

rupport, conserve une valeur consente â l'intérieur de chaque 

l'onsidéruns un corps conducteur unUjiii! dans un milieu 
isolant; nous démontrerons plus lard qu'une quantité donnée 
d'électricité libre ne peut être distribuée que d'une seule 
manière à la surface de ee corps. 11 résulte de ce qui précède 
que si l'on connaît la loi île distribution d'une quantité Q. d'é- 
lectricité ii la surface du corps, on connaîtra celle d'une quan- 
tité quelconque 0;il suflira de multiplier la densité en chaque 

point par le rapport ~j eu d'autres termes, de poser 

, Q. 
' Q. ' 
., par suite, 

ÎV _ Q_ 3V, 
in Q, 3n' 

(1\ 



Le potentiel variant dans le même rapport, on a V — V, - 



<(*)■ 



Ainsi la pression en chaque point e>t proportionnelle au carré 
de la charge. 



173. La recherche de la loi de distribution de l'éleclricilé 
libre à la surface d'un corps conducteur isolé, et qui n'est 
soumis à l'action d'aucun autre corps éleetrisé, présente de 
grandes difficultés iiMiliétnaiiques; celle question spéciale 
s'éearlanl du plan de ce cours, nous nous bornerons à en citer 
quelques exemples simples. 
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Il est évident que sur une sphère la couche électrique doit 
être uniforme; si donc on appelle a le rayon de la sphère, ht 

densité de la couche sera h — ' j C potentiel (n° 160) 

est ~ à l'intérieur, et y à l'extérieur, p désignant la distance 

du point P au centre. La pression électrique est égale à ^~ ■ 

Considérons maintenant un corps conducteur ayant la forme 
d'un ellipsoïde; imaginons une seconde surface ellipsoïde, 
concentrique el homothélique à la première, très-voisine et 
extérieure, et concevons que l'espace compris entre ces rient 
surfaces soit rempli d'un fluide de densité constante h. On 
sait qu'une couche ellipsoïde homogène telle que celle-là 
n'exerce aucune action sur un point intérieur; le potentiel 
à l'intérieur étant constant, celte couche pourra servir à fi- 
gurer la loi de distribution de l'électricité à la surface de l'el- 
lipsoïde. Soit 1 — f- s le rapport de similitude des deux surfaces. 
2 étant très-petit; appelons p la perpendiculaire OU abaissée 
du centre sur le plan tangent au point M C_/ïff. ^4î ; l'épaisseur; 
fie. U. 



de la couche en M est la dislance MN des plans tangents pa- 
rallèles aux points homologues M et M', distance égale à px; 
on a donc A — kc = fexp; ainsi la densité h de la couche 
électrique en chaque point M est proportionnelle à la distance 
du centre au plan tangent on ce point. Une ligne d'égale den- 
sité est la ligne de contact d'un plan tangent à l'ellipsoïde cl 
a une sphère concentrique donnée. Si l'on désigne par a, b, c 
les longueurs des demi-axes de l'ellipsoïde, le volume do la 
'4- 
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ou sensiblement faahca, 
e ou la cliarge électrique est 

Q = 4jr«6coifr, 



On a d'ailleurs 



ptique 

V- 



Si l'on suppose que. c devienne liès-peliL, l'ellipsoïde se trans- 
forme eu un plateau elliptique i «Uni ment mince; puisque 



V ■ 



les lifincs d'égale densité .sont des ellipses concentriques et 
Imnioihéliques. I-a densité électrique augmente à mesure 
qu'on s'éloigne du centre sur un rayon. 
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CHAPITRE D. 

SUITE DP. L'ÉLECTROSTATIQUE. 

ninli' <lr I-i.tii . ■— 'Hh'iu itiii'* lti r.'^nl 



174. Soient U et V deux fonctions riueleoniiues finies et 
continues de x, y. s. Posons, comme précédemment, 

... 3'V 3*V 3'V 
ïx' 2 y' et' 

et considérons l'intégrale 

f f ^Và,\dxdydz, 

étendue au volume enveloppé par une surface fermée con- 
Fij. ffi. 



vexe S [Jig. ;[5). Cette intégrale est composée de trois te 
rie la forme 



Dans l'intégrale / U^-^ dx ks coordonnées r ei s restent 
J 3* 

consumes, et les limitas do l'inli'graiifiii sont les abscisses 
el des doux points M, et M,, où une droite parallèle à l'axe 
des x rencontre la surface S. On a donc, eu intégrant par par- 

et, par suite, 

///-S***-//T-('^(»lî»* 

Le produit </:r «W; représente un élément de volume dv, le 
produit rfvrf: un élément de sorfaee pris sur le plan 
desy;; on peut donc écrire l'équation précédente sous la 
forme plus simple 

L'élément dos est lu projection sur le plan yOs de deux élé- 
ments da, et (/tri de la surface S, situés aux points M, et M.. 
Si l'on appelle (3,, y,, a„ (3„ y, les cosinus des angles que 
les normales M, N,, M, Ni à la surface au* points M, et M, font 
avec les axes des coordonnées, la normale en chaque point 
ciant menée à l'extérieur du volume enveloppé par la surface* 
on a 

' /H»£)..*( n £)> 
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Mais le second membre esl l'intégrale 

/■S- 

étendue à toute la surfaceS; on a donc 

Les deux autres parties de l'intégrale proposée donnent de 
même 

En ajoutant ces trois équations ternie à ternie, U vient 
/0AV*=/ 0 (.|ï*(>[î + ,>ï)j. 

Soiw/i un clément MM' de la normale à la surface S, menée 
par le point M vers l'extérieur : les cosinus a, p, y des angles 
que cette normale fait avec les axes ont pour expressions 

s-^T, v--. 

On en déduit 

IV SV 3V _JV rfi 3V dr 3V rfi _ </V 
H a* + P J r ~ t ~' / J: ~i.r rfj + Jj- 3» Ja </* " rfi ' 

'ce qui donne finalement 

l'intégrale double s 'étendant à la surface S. et les deux inté- 
grales triples au volume enveloppé par cette surface. Telle esl 
la formule de (ireen. 
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Pour simplifier, nous avons supposé le volume limité par 
une surrace convexe. Mais le môme mode de raisonnement 
s'applique à un volume quel conque i quelle que soil la forme 
du volume, une parallèle à l'ave des x rencontre la surface S 
eu un nombre pair de points M„ M„ M„ M,,...; l'Intégrale 

/•S* 

doit être prise d'abord de x, à x : , puis de j-, à j-„ etc.; en 
transformant comme précédemment eliacune de ces pontons 

/»S*-(»S)„4S)„-(»H). 
*(»S„--/SS* 

et, par suite, 

/»S*=-/[- (»£),.*( n £)..-(°£L 
*(«S).--]'-/'b£*' 

rfûi — — a, da, — ■+■ a, da : = — a s dai — + a, Jo 1 , — . . . , 

on voit que le premier terme du second membre n'est autre 
chose que l'intégrale 

étendue à toute la surrace S, la normale en chaque point étant' 
menée en dehors du volume. Ainsi la formule <!e Greeo est 
générale. 

TntonSïK 11. 

I7!>. Nous supposerons dans ce qui suit que V désigne le 
potentiel d'un système de masses électriques, on plus géné- 
ralement d'un asenl quelconque s'exerçant suivant la loi de 
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Newton. Si dans la formule de Green on fait U = r, elle se 
réduit à 

(g) / 4V *=/Ï ,, ' ! ' 

si l'on remplace ensuite AV par sa valeur — fai, plie de vient 



lais l'intégrale J'^" n'est autre chose 1 
situées d 



masses agissantes situées dans un volume considéré 
donc la relation 



Nous avons désigné par ils un élément extérieur MM' de la 
normale à la s u dïi ce S [Jii>. |l> ! ; ciuisiilérims les dru\ surfilées 



de niveau V et V+ liV qui passent par les points M et M'; 
appelons du l'élément MN de la normale à la surface V com- 
pris entre les deux surfaces de niveau, et 1 l'angle NMM' des 
deux normales. Dans le (nantie n-rimi^lr- MNM', on a 

du — ds cosi : ; 

il en résulte 

dV dV 

— cosi — — F cosi; 



1-' désignant la forre qui s e verre au point M, el qui est dirigée 
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suivant la normale UN à la surface de niveau, Fcosi esl h 
projecLion do colle farce sur la normale MM' à la surrace S. 
L'équation (11) prend ainsi tu forme suivante ; 

fil)' Çvcosidc^-ti, 

qui l'exercent lur les différents éléments d'uni- surface fermée 
est égaie à lu musse naissante enveloppée pur cette sttrfitce, 

multipliée, par le fadeur constant t\r.. 

TiiËoim lu. 

11(>. Lit différence, des forées qui s'erereent sur deux élé- 
ments correspondants de deux surfaces de niveau est égale à 
la musse agissante contenue dans le canal orthogonal compris 
entre ces deux éléments, multipliée par le facteur constant fa. 

Soient S, cl S, deuv surfaces de niveau [Jîg. £■;); prenons 
sur lu première un élément dv,, el par chacun dos peints du 




périmètre de cet élément menons une ligne orthogonale aux 
surfaces de niveau comprises entre S, el S,; le canal ainsi 
formé découpera sur la surface S, un élément correspon- 
dant d 17,. Appliquons lu théorème mérédent au volume enve- 
loppé par ce canal el les doux éléments qui le terminent; il 
faut étendre l'intégrale à toute la surface du canal; en chaque 
point do la surlace latérale, la force étant tangente à la ligne 
orthogonale, su composante normale est nulle. L'intégrale si; 
réduit donc aux termes fournis par les deux bases du, el </<r,. 
Si l'un mène les normales dans le sons M, M,, la relation ( 11 ) 
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<"""' (S).-— (S).- — 

q étant [a masse agissante comprise (lads le fanal orthogonal. 

Le théorème de M.Chasles est un cas particulier de celui-ci. 
Lorsqu'il n'y a aucune masse agissante entre les deux surfaces 
de niveau, un a 

(S).<~(£).<- 

et par conséquent les forces qui s'exercent sur les éléments 
correspondants des surfaces de niveau sont égales. 

Théorème IV. 

J77. La densité, en chaque point d'une couche électrique 
est égale ii in force qui s'exerce en ce point divisée pur le fac- 
teur constant 4tt. 

Dans un système électrisé quelconque en équilibre, la sur- 
face S d'un corps conducteur est une surface de niveau, cl sur 
cette surface est répandue une couclie électrique. Prenons un 
élément du de celle surface, et considérons deux surfaces voi- 
sines, savoir: une surrace de niveau extérieure S, dans le voisi- 
nage de l'élémcnn/ u, et une surface intérieure S,; par chaque 
point du périmètre de l'élément lia, menons à l'extérieur uni- 
ligne orthogonale aux surfaces de niveau comprises entre S 
et S„ et prolongeons Cette ligne arbitrairement à l'intérieur 
jusqu'à la surface S,; nous formerons ainsi un canal détachant 

la relation (11) au volume de ce canal; l'intégrale doit être 

est située à l'intérieur du conducteur, comme dV est nulle, 
les cléments de l'intégrale sont nols. La normale en un point 
quelconque de la partie extérieure de la surface latérale du 
canal étant tangente à la surface de niveau qui passe en ce 

point, quand on marche sur cette normale on a -3- = o, et les 
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éléments de l'Intégrale pour celle partie de la surrace latérale 
sont encure nuls. L'intégrale se réduit donc à l'élément 

(^) fo " rili Diir la ' ,ase ex 'é'ieure <!<?•• D'autre pan, si 
l'on désigne par h la densité de h couche électrique sur l'élé- 
ment dij, la masse électrique conienue dans le canal est hdi. 
L'équation [ Il ) devient donc 



(£).£=-«"■ 

Si l'on suppose que la surface CKLêrieure S, se rapproche de 
plus en plus de la surface S, le rapport '~ a pour limite 
l'unité, el l'équation précédente se réduit à 

(iv) £=-«"*■ 

la dérivée clam prise à l'e\lérieur. 

178, Coboluihe. — La pression exercée par la couche élec- 
trique sur le milieu iMilaut, et nipptiriée à l'unité de surface, 

poinl es! propoilionm-lir tui carré de la densité de la couche 
en ce point. 

autre corps éleetrisé, la pression est e\primée par la formule 



où Q désigne la charge, et p la dislance du centre au plan tan- 
gent ou point considéré ( n° 173). 
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TnBontaE V, 

179. Les éléments correspondants de deux t ouches pincées 
en regard l'une de l'autre contiennent des quantités d'élec- 
tricité égides cl de signes contraires. 

Considérons doux corps conducteurs A elB isolés, et placés 
en regard l'un de l'autre (Jtg. 48), de telle sorte que deux 

Fi E . 48. 



parties S, et Si de leurs surfaces soient comprises dans un 
même canal orthogonal, ne renfeniuiH entre les deux couches 
répandues sur S, et S, aucune autre masse électrique. Nous 
npjH'lifTuns éléments correspondants des deux couches les 
cléments de, et da, compris dans un même canal orthogonal 
inliniment petit; imaginons ce canal prolonge d'une manière 
quelconque dans chacun des corps A et II et fermé aux deux 
bouts, et appliquons encore à ce volume la relation (Il ); tous 
les éléments de l'intégrale sont nuls : d'ailleurs la masse élec- 
trique qui y est contenue est II, du, +- A, dtr„ A, et II, dési- 
gnant les densités sur d<?> et da,; l'équation se réduit donc à 

(V) fi 1 rfff, + fi I rf<r, = o. 

181). Coroi.l.uhe. — Supposons que les deux surfaces S, 
et S, soient très-voisines l'une de l'autre, et appelons c leur 
distance M, M,. Les éléments du, et du, étant sensiblement 
égaux, on a approximativement h, — — A,. La densilé est don- 
née par la relation (IV), 

4 - dn ' 

mais quand on va de M, h M„ la dérivée diffère peu de— — — ; 




e, désignant une valeur moyenne 'te la distance e. 

Ces considérations peuvent être appliquées au plateau con- 
densateur el à la bouteille de Leyde. Ordinairement, on fait 
communiquer le corps B avec le sol ; dans ce cas, on a Vi= o. 
et la formule précédente se réduit à 

' Si la bouteille était parfaite, c'est-à-dire si les deux armatures 
étaient fermées, les charges des deux armatures seraient rigou- 
reusement égales cl de signes contraires. 

TlltOBÈME VI. 

181. Lorsque, dans Un système éleclrisê en équilibre, un 
corps uomhtuteur enveloppe diverses masses électriques , In 
somme algébrique des quantité* d'élerlririlé situées a l'inté- 
rieur et sur la surface interne dit corps est nulle. 

Soient g, q'.q"... les niasses ëlerii ïtpies situées il l'intérieur 
du corps conducteur enveloppant A (jîff. 49) ; sur '* surface 
interne du corps A est répandue une couche Q, , et sur la sur- 
face externe une couclie Q, ; il peu! y avoir d'autres niasses 
éleclri<]iics en dehors. Imaginons une surface fermée S dans 
le corps A lui-même, c'est-à-dire entre sa surface interne cl 
sa surface externe, et appliquons au volume enveloppé par 
cette surface le théorème II : 
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Lu potentiel V de tout le sjlème ayant une valeur constante 
<Ians le corps À, la dérivée —j- pst nulle en chaque point de 

49- 

(Ï0 

la surface S; on a donc Q =:o, et, par suite, 

(VI) Q, + ? + î - + ... = „. 

Les masses q, q'. . . peuvent appartenir à des corps mauvais 
conducteurs, ou bien être les couches répandues à la surface 
de corps conducteurs éleclrlsés, séparés les uns des autres et 
de la surface interne du corps A par un milieu isolant. 

ConoLLAtHE. — Supposons qu'il n'y ait pas d'autres masses 
électriques que celles qui sont enveloppées par le corps A, et 
que ce corps ait été primitivement à l'élat neutre; M sera éler- 
Irisé par influence, et la somme algébrique Q, ■+■ Q, des quan- 
tités d'électricité libre développées sur ce corps sera nulle; 
on aura donc 

Q, = -Q, = 5 + 9 '+ .... 
On trouve ainsi la loi de Faraday : ta quantité d'électricité 
induite sur un corps conducteur enveloppant est égale à In 

Tu l:i Mit: mi: VII. 

182. Quand une surface fermée ne renferme aucune masse 
agissante, et que sur celle surface te potentiel est constant, 
le. potentiel est aussi constant dans tout le volume enveloppé 
par la surface. 

Supposons que, dans la formule de Greetl, les deux fonc- 
tions U el V soient égales et représentent un même potentiel, 



si l'on remplace AV par sa valeur — 4"''' et si l'on remarque 
que 

(£)■*(£)■*(£)■-■ 



i. \ ,u- 



La surface S ne contenant aurum.' masse agissante , 
h — a dans tout le volume, et, par suite, 



D'auire pan, le potentiel ayant une valeur constante V, s: 
surface S, on a, en vertu du llléorème [I, 



da = - 4rV,Q = 



On en déduit. 

(VII) fv>dv = o. 

Ainsi la force F est nulle, et par conséquent le potentiel con- 
stant, dans toute l'étendue du volume. 

183. Corulhibe. — Lorsqu'un corps conducteur présente 
des cavités ne renfermant aucune masse agissante, toute l'élec- 
tricité libre se porte sur la surface extérieure i/u corps comme 
si le corps était plein. Sur la surface d'une cavité, le potentiel 
a une valeur constante Y,; supposons qu'en un point P de la 
cavité il ail une valeur différente n; sur chaque rayon allant 
(le P à un point quelconque de la surface, le potentiel variant 
de a à V, . on pourrait trouver un point M où le potentiel au- 
rait une valeur donnée b, comprise entre a et V,; le lieu des 
points H formerait une surface fermée, à laquelle on pourrait 
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appliquer le théorème précédent; le potentiel aurait la râleur 
constante 6 à l'intérieur de celle surface, ce qui esl contraire à 
l'hypothèse. Ainsi le potentiel a, dans toute la cavité, h valeur 
constante V, qu'il a dans le corps conducteur, et par consé- 
quent, en vertu du théorème IV, il n'y a pas d'électricité libre 
à la surface de la cavité. En outre, si l'on introduisait dans 
cette cavité un corps conducteur non électrisé, l'état de ce 
corps ne serait pas modifié. 

Théorème VIII. 

184. lin système formé de masses électriques fixes données, 
et de charges électriques données sur des corps conducteurs, 
n'admet qu'un état d'équilibre. 

Considérons d'abord un système formé seulement de corps 
eonducicurs A, B, C,. . . , isolés et tels, que chacun d'eux ren- 
ferme desquantités égales d'électricité positive et d'électricité 
négative, je dis que le seul état d'équilibre est l'état neutre. 
Admettons en effet qu'il s'établisse un autre étal d'équilibre, 

et appelons V,, V,, V, les valeurs ronsuuiles du potentiel 

dans les différents corps ; soit V, la plus grande de ces quan- 
tités en valeur absolue; désignons paru une quantité constante 
comprise entre V, et zéro, et plus grande que chacune des 
autres quantités V,, V,, .... en valeur absolue. D'un point 0 
pris arbitrairement sur la surface du corps A, menons des 
droites dans diverses directions ; 'sur une droite qui ne ren- 
contre aucun des corps, le potentiel variant de V, à zéro, 
on peut trouver un point M où le potentiel ail la valeur a; 
sur une droite rencontrant la surface de l'un des autres corps, 
Il par exemple, le potentiel variant de V, à Vu on peut trou- 
ver dans l'intervalle qui sépare les deux corps un point M 
où le potentiel ail aussi la valeur a; si la droite rencontrait 
d'abord la surface du corps A en un second ou en plusieurs 
points, on prendrait le point M au delà du dernier. On obtien- 
dra ainsi une surface fermée S, sur laquelle le potentiel a l;t 
valeur constante a, et celle surface enveloppera le corps A en 
laissant tous les autres en dehors. Appliquons au volume en- 
iS 
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veloppé par cette surface la relation [ y ) du numéro précédent, 

Q, étant lu somme algébrique dos masses électriques envelop- 
pées par la surface S. Puisque toutes ces masses sont situées 
sur le corps A, on a aussi 

J*AVrfc = V. fkdv = V,Q.; 

l'équation (•/) devient donc 

Mais dans le cas actuel, Q. = oj on en conclut que F est nulle 
à l'intérieur de la surface S, et par conséquent, en vertu dd 
théorème IV, que le corps A est à l'état neutre. 

En faisant abstraction de ce corps neutre, on démontrera de 
même qu'un second corps est à l'élut neutre, cl ainsi de 
suite. Ainsi, dans le ras que nous considérons, l'état neutre 
est le seul élal d'équilibre. 

Éludions maintenant un système quelconqucformé de masses 
électriques fixes q, q', q' appartenant à des corps non con- 
ducteurs, et de charges Q„ 0,. Q, répandues sur des corps 

conducteurs. Nous voulons démontrer qu'il n'y a qu'un état 

d'équilibre; admettons qu'il y en ait deux; appelons Ii„ h 

les densités des couches répandues sur les corps conducteurs 
dans le premier élat, h\, h'„. ■ ., les densités dans le second 
étal. Si l'on change les signes de toutes les masses électriques 
dans le second élal, ou aura un nouvel élat d'équilibre — q, 
— q', — q", ... — A',, — /i',,...; ajoutant cet élal au premier, 
on obtiendra un nouvel étal d'équilibre, dans lequel les masses 
lises q et — q, q' et — q', ... , se neutralisent, cl la densité 
des diverses couches devient /i, — lî, , A, — h\ , . . . ; la somme 
algébrique îles quantités d'électricité qui l'onuent chaque cou- 
che est nulle. On rentre alors dans le cas particulier que nous 
avons étudié d'abord; ce nouvel étal est l'étal neutre, et l'on 
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a ti, — A, , /t', = /(.,...: ainsi le système proposé ne peut pré- 
senter i|u'itn état d'équilibre. 

Thêouème IX. 

185. Si dans ta formule de Grec n, on permute les lettres 13 
el V, et que l'on retranche membre à membre, il vient 

(5) f VAVdv-J VAU<fc = f( V '-Çr~ y l!f) do - 
La fonction V désignant toujours le potentiel d'un sjsUMitf 
quelconque de masses électriques, supposons que U suit l'in- 
verse - de la distance d'un point quelconque du volume con- 
sidéré ù un point fixe P. On a, en remplaçant AV par sa valeur 

-4**, 

prises dans le volume. Considérons d'abord le cas où le point 
P est extérieur au volume; la distance rue devenant pas nulle, 
on a identiquement AU — A - -- o, el l'équation (a) se réduit à 

™ /G?- v ï) j '=-*- v i- 

18lî. Supposons maintenant que le point I' soit situé dans le 
volume limite par la surface S. Du point P comme centre avec 
un rayon très-petit r 1 , décrivons une sphère 5'; nous pouvons 
appliquer l'équation précédente ( IX ) au volume compris entre 
les deux surfaces S et S' ; l'intégration doit ëlre étendue 
aux deux surfaces. En ce qui concerne la surface S', on a 
ds = -dr', da = r"da, 
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Quand r' tend vers zéro, le premier terme du second membre 
lend vers zéro; le second terme, vers — 4 ~V,, V,, désignant 
lepoienliel au point P de toutes les masses agissantes. D'ailleurs 
le potentiel V des masses comprises entre les surfaces 5 et S' 
□ pour limite le poicnitel des masses enveloppées par la sur- 
Tare S; l'équation (IX) devient donc 




■ 4-{V P -v;), 



l'intégrale se rapportant uniquement à la surface S. 

Si la surface S ne comprenait aucune masse agissante, on 
ferait V p — o; si elle les comprenait toutes, on ferait Y p — V r 

187. Corollaire. — Supposons que la surface S soit une 
sphère de rayon H dont le point P occupe le centre; on a 

tfi=rfR. 
mais, en venu du théorème II, 

q étant la masse agissante contenue dans la sphère; l'équa- 
tion (IX)' devient ainsi 

(A) JVdcr = 47rRii+4wR , {V l ,-V;i. 

Lorsque la sphère S ne renferme aucune masse agissante, on 
a q — o, V' p — o, et l'équation précédente se réduit à 

Si. au contraire, la sphère contient toutes les masses agis- 
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samcs, on a Vj, = V,, et l'équation devient 

(A) J"vd C = 4lt»Q, 

Q étant la somme de'lniites les masses agissantes. 

Tbéohrme X. 

188. Lortqu'une surface fermée enveloppe toutes les masses 
agissantes, et que sur cette surface le potentiel n une valeur 
constante, il a en chacun des points extérieurs une valeur 
comprise entre zéro et la valeur relative ù cette surface île 
niveau. 

Supposons que la surface fermée S enveloppe toutes les 
masses agissantes, et que le potentiel ail sur celle surface une 
valeur constante positive a. Nous démontrerons d'abord qui; 
le potentiel conserve ie même signe à l'extérieur; supposons 
en efTcl qu'en un point extérieur V le poienlie) ail une valeur 
négative — b; sur chaque droite allant du point P à un poinl de 
la surface S, le potentiel variant de — b à -+■ a, on pourrait trou- 
ver un poinl M, où le potentiel aurait une valeur donnée — b', 
comprise entre — b et zéro ; sur chaque droite indéfinie par- 
tant du point P, et ne rencontrant pas la surface S, le potentiel 
variant de — bh zéro, on pourrait trouver un poinl jouissant de 
la même propriété. Le lieu de ces points formerait, autour du 
poinl P, une surface de niveau fermée S', ne comprenant aucune 
masse agissante; d'après le théorème VII, le potentiel serait 
constant dans toul l'intérieur, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

11 est impossible qu'en un poinl extérieur P le potentiel ait 
la valeur zéro; du poinl P comme centre, décrivons une sphère 
extérieure ellangenle à S;d'après l'équation (a) du numéro 
précédent, on aurait 

/"•- 

le potentiel V conservant le même signe sur toute la surface 
de la sphère, il faudrait qu'il fût nul en chaque poinl de cette 
surface, ce qui es! impossible. 
Nous allons faire voir maintenant que le potentiel ne peut 



avoir, en un point extérieur, une valeur égale ou supérieure 

le potentiel aurait une valeur maximum c égale ou supérieure 

précédemment, une splière extérieure et tangente à la sur- 
face S; d'après l'équation on aurait 

et il serait nécessaire que sur toute la surface de la splière |e 
potentiel eût la valeur maximum c; ceci exigerait que c—a, 
et le potentiel aurait celle même valeur a dans tout l'intérieur 
de la sphère. D'un autre point P' de cette première splière, 
décrivons une seconde splière extérieure et tangente a S; on 
démontrerait de la même manière que le potentiel devrait 
avoir la valeur constante a dans l'intérieur de cette seconde 
splière. En continuant de celle manière, on arriverait à celle 
condition que le potentiel a la valeur constante a dans l'espace 
infini extérieur a la surface S, ce qui est impossible, puisqu'è 
l'infini le potentiel est nul. Ainsi, à l'extérieur de la surface S, 
le potentiel a une valeur comprise entre a et zéro. 

Si, parlant d'un point quelconque M de la surface S, on s'é- 
loigne vers l'extérieur, le potentiel V commence par diminuer; 
on arrivera à un point M' voisin de M, où le potentiel aura une 
valeur donnée a' un peu plus petite que a, le lieu des points M' 
formera une surface de niveau 5' enveloppant la première. En 
Continuant de cette manière, on formera une série de surfaces 
de niveau s'enveloppani les unes les autres, et sur lesquelles 
le potentiel a des valeurs de plus en plus petites. 

Il est un cas particulier qu'il importe de remarquer, c'est 
celui où le potentiel est nul sur la surface S; la première 
partie du raisonnement précédent suffit pour prouver qu'il est 
aussi nul dans loul l'espace extérieur.. 

Théorème XI. 

189. Lorsque, dans un système éleclrisé en équilibre, un 
corps conducteur enveloppe diverses musses électriques , lu 
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couche répandue sur lit surface interne du corps et tes masses 
électriques situées à l'intérieur, forment an système partiel en 
équilibre, de lui-même et sans action ù l'extérieur. 

Revenons à la figure du n" 181, et appliquons le théorème IX. 
ii la surface fermée S que nous avons imaginée dans le corps 
conducteur A; le poientiel V de tout le système ayant une 
rfV 

valeur constante V, dans le conducteur A, la dérivée est 
nulle sur la surface S, et le premier membre des équations ( IX ) 
et (IX)' se réduit à 

-/'ï'-'/t'" 

La quantité - peut être regardée comme le potentiel d'une 
masse égale à l'unité placée au point P; d'après la relation (Il ), 
l'intégrale 

est égale à zéro ou à — 4«> suivant que le point I' est situé à 
l'extérieur ou à l'intérieur de la surface S. Dans le premier cas, 
l'équation (IX) se réduit donc à VJ, = o; dans le second cas, 
l'équation (IX)' donne V. — V, — V,. Mais V est le potentiel 
au point P des masses électriques Q,, q. >,'..■ ■ renfermées 
dans la surface S; comme on peut prendre la surrace S aussi 
rapprochée que l'on veut de la surface interne du corps con- 
ducteur A, on en conclut que le potentiel du système formé 
par ces masses, dont la somme algébrique est nulle (n° 181 J, 
est constamment nul à l'extérieur; à l'intérieur, il est égal au 
potentiel total, diminué de la quantité constante V,. 

il résulte de là que le système partiel Q,, q, q',. . . est en 
équilibre de lui-même; d'abord son potentiel V a une valeur, 
constante zéro dans le conducteur A; ensuiio si q, q',--. sont 
les charges de divers corps conducteurs placés à l'intérieur, le 
poientiel total V ayant une valeur constante dans chacun d'eux, 
le potentiel partiel V y a aussi une valeur constante. Cet équi- 
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libre partiel esl celui qui s'établirait si le corps A communi- 
quait avec le sol. Puisque son potentiel esl nul à l'extérieur, 
le système partiel n'exerce aucune action à l'extérieur, cl se 
comporte comme un corps neutre. Une bouteille de Lcyde 
complète jouit de cette propriété. 

Les autres masses électriques présentent évidemment un 
second équilibre, sans action intérieure; car le potentiel 
V — V de ce second système partiel esl constant et égal à V, 
dans tout l'intérieur; ce second équilibre est celui qui s'éta- 
blirait si le corps A était plein. L'équilibre général esl donc la 
superposition de deux équilibres partiels. Par exemple, s'il n'y 
a pas d'autre masse électrique que celles qui sont enveloppées 
par le corps A, ou situées sur ce corps, la couclie électrique 1.1, 
qui existe à sa surface externe esl en équilibre d'elle-même : 
c'est ce qu'on appelle une couche de niveau. 

190. Cobollaibe. — On peut généraliser le théorème précé- 
dent. Supposons que plusieurs systèmes analogues à A soient 
eux-mêmes enveloppés par un conducteur li; les masses élec- 
triques renfermées dans les corps A, A',. . . formant des équi- 
libres partiels sans action extérieure, on pcul en faire abstrac- 
tion else borner à considérer les couches Q„ Q',,--- répandues 



sur les surfaces 


externes de ces corps, comme s'ils étaient 


pleins ; ces mas- 


;es électriques avec la couche répandue sur la 


surface interne 


du conducteur enveloppant B formeront un 


nouveau System 


e partiel en équilibre sans action à l extérieur 






S'il n'y a pas 


d'autre masse électrique que celles qui sont 



enveloppées par le conducteur B ou situées sur ce corps, la 
eouche répandue sur la surface externe du corps B est en 
équilibre d'elle-même : c'est une couche de niveau. 

11 esl bon de remarquer qu'une couche de niveau n'est for- 
mée que d'une seule espèce d'électricité; car la surface exté- 
rieure de la couciie enveloppant toutes les masses électriques, 
eu venu du théorème X, le potentiel diminue en valeur absolue 

quand on s'éloigne de la surface en dehors; la dérivée 
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et, par suite, la densilé h a donc le mémo signe en tous les 
points de la surface. 

191. Les expériences de Faraday confirment ces résultais 
de la théorie. Faraday prend un cylindre conducteur isolé 
{Jig. 5o), dont la hauteur est beaucoup plus grande que le 



diamètre, et le met en relation avec un éleelroscopc Irès-sen- 
sible. Il fait descendre dans ce eylintïre une boule élcctriséc ; 
les pailles de l'élertroscopc divergent; la divergence angmenle 

fût- ... i . .1 -nsitden I c-iiriji'l-: •} 1 l> f !■ 

est située au-dessous d'un certain niveau; elle est alors indé- 
pendante de la position de la boule dans le cylindre, cl reste 
encore la même quand on met la boule en contact avec le cy- 
lindre. En effet, lorsque le cône mené de la boule à l'ouver- 
ture du cylindre csl suffisamment petit, le cylindre se comporte 
comme une enveloppe fermée, ei la couche de niveau qui se 
forme à sa surface extérieure a une charge constante -+- Q 
égale à celle de la boule. 

F'araday a fait l'expérience d'une manière plus complète en 
employant deux cylindres concentriques A et B {Jig. 5i ] par- 
faitement isolés, le dernier étant en communication avec un 
élcclroscope. Quand on introduit dans le cylindre A la boule 
chargée d'une quantité d'électricité -+- Q , la couche de niveau 
qui se forme sur la surface externe du cylindre H esl la même 
que si le cylindre A n'existait pas, et l'écartemenl des pailles 
esl le même que dans la première expérience. Quand on met 



Fig. 5o. 





a34 demi ta e paiitie. — chipitre h. 

le cylindre A en communication nvec le sol, la couche répan- 
due sur la surface externe de ce cvlindre disparaissant, te cj- 
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lindre B cesse d'èlre élcctrisé, et les pailles revicnnenl au 
contaci. 

Tu Mtii(:>n: XII. 

192. L'action que des masses t'Iertrii/iies iloniu'-ea exercent 
à l'extérieur d'une surface fermée qui les enveloppe est lit 
mime que celle d'une conr/ir île même niante, répandue sur 
celte surface suivant une certaine loi. 

Soient q, q',.. . les masses électriques données dont nous 
appellerons la somme 0. et que nous supposerons fixes comme 
si elles appartenaient a des corps non conducteurs; une sur- 
face S de forme quelconque les enveloppe. Imaginons un corps 
conducteur limité intérieurement à la surface S et extérieure- 
ment à une surface quelconque S'. Sous l'influence des masses 
données, il se formera sur la surface S une couche électrique 
— Q, et sur la surface 5' une couche ■+- Q. D'après le théorème 
précédent, le potentiel de la couche — Q et des masses q, q',. . . 
est nul à l'extérieur de la surrace S. Il en résulte que, dans 
celte région de l'espace, le potentiel de la couche — Q est égal 
et de signe contraire à celui des masses données. Convenons 
maintenant que l'on change le signe de la densité en chaque 
point de la couche — Q, nous aurons une couche Q répandue 
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sur la surrace S el ayant à l'extérieur même potentiel que les 

Cette couche, répandue sur la surface S, et qui a même 
action extérieure que les masses données, n'est pas en général 
une couche de niveau, c'est-à-dire n'est pas en équilibre 
d'elle-même. Pour qu'elle jouisse de celte propriété, il fau- 
drait que son potentiel fut constant sur la surface S; mais le 
potentiel de la couche est égal à celui des masses données 
dans toute la région extérieure à la surface S, el par consé- 
quent sur la surface S elle-même; il faudrait donc que la sur- 
face S fût une surface de niveau par rapport aux niasses 
données. 

Si la somme algébrique des masses électriques données 
était nulle, la couche équivalente formée sur la surface S se- 
rait composée de deux quantités exiles <! 'électricité positive 
et d'électricité négative; l'électricité positive occuperait une 
partie de la surrace, l'électricité négative l'autre partie. 

ÊLECTBJSATION FAR INFLUENCE. 

193. Considérons d'abord un corps conducteur A commu- 
niquant avec te sol, el soumis à l'action d'une masse élec- 
trique fixe q, plaréc en un point extérieur 0. Sons l'influence 
de la masse électrique q, il su forme sur le corps une couche 
électrique telle, que le potentiel V de celte couche et de la 
masse q soit nul à l'intérieur d'un corps A. Dans le voisinage du 

point 0, le terme ji remportant sur ceux relatifs à la couche, 

donne son signe au potentiel. Nous remarquerons d'abord que 
le potentiel conserve le même signe dans tout l'espace; car 
s'il avait en un point P un signe contraire à celui qu'il a dans 
le voisinage du point O, on pourrait former autour du point P 
une surface fermée ne comprenant aucune masse électrique, 
et sur laquelle le potentiel aurait une valeur consume com- 
prise entre zéro el la valeur qu'il a en P : ce qui est Impos- 
sible (n° 182). 

Supposons que la masse électrique q soit positive, le 
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potentiel a une valeur nulle dans le corps A, ci uni- valeur 
positive à l'extérieur ; la valeur de la dérivée sur la sur- 
face vers l'extérieur est donc positive, cl pur consignent la 
densité h de la couche est négative (n" 177). On en conclut 
i|ue le corps conducteur A est chargé d'une quantité d'élec- 
iricilé q' de signe contraire à q. 

Imaginons une sphère enveloppant à la fois le point 0 et le 
corps A; d'après l'équation {h) du n° 187, 

4jrR(? + î')=yVd<ri 

le potentiel ayant une valeur positive, l'intégrale a elle-même 
une valeur positive, et l'on a q-\-q'>o. Ainsi, la quantité 
tl'rliTtrivitt- induite sur un corps conducteur coniniiuiujiuiiii 
avec le toi est égale ou inférieure à la quantité inductrice. 
Elle lui est égale, comme nous l'avons vu au n" 181, lorsque 
le corps conducteur enveloppe la masse inductrice, 

19b. Cherchons le rapport — de la quantité d'électricité in- 
duite à la quantité inductrice . Considérons le volume com- 
pris entre une suiï.irt' S. intîninicni vnisine du corps A et l'en- 
veloppant, une petite sphère décrite du point 0 comme 
centre avec un rayon r, et une sphère décrite d'un point arlit- 
traire P comme centre avec un très-grand rayon II, cl appli- 
quons à ce volume l'équation (o , du n" 18;i, 

/,«AT-VA B| *./( B S-TÎ)fc 

dans laquelle nous supposerons que V désigne le potentiel 
précédent, et l) le potentiel de. la couche de niveau qui se 
formerait à la surface du corps A, si ce corps était isolé et 
l'-leetiisé, sans être soumis ;i l'action d'aucune masse électrique 
extérieure. L'inlégrale dans le premier membre s'étend à un 
volume dans lequel n'est située aucune masse agissante; en 
chacun des points de ce volume on a donc AV = o, AU = o, 



Di^.Ii:û"J il 1 ; 



cl par conséquent l'intégrale est identiquement nulle. L'in- 
tégrale dans le second membre doit être étendue aux trois 
surfaces qui limitent le volume considéré. Sur la grande 
sphère, les deux potentiels ont des valeurs très-petites, t*i 
peuvent être exprimés par des séries convergentes de la forme 

R K' K 1 ' 

on en déduit 

U rfR dR~ R' 4 "" î 

comme, d'autre part, du = R'rfu, un voit que l'intégrale re- 
Ijlive 3 la grande sphère a pour limite zéro, quand It augmente 

Puisque, dans le corps A, V a une valeur nulle, rl U une 
laleur constante 0,, cl que l'élément de normale doit ici 
ëirc porté en dedans, l'intégrale relative à la surfjcc S se ré- 
duit à 

Désignons par U. la valeur de U au point 0, et posons 



V étant le potentiel de la couche induite; si l'on remplace ils 
— drel de par r" dr,i, on reconnaît que l'intégrale relative 
petite sphère a pour limite (J-ijU,. L'équation (3) se ré- 

o = 4tt(ï' U.+ fU,), 
9' _ U. 



duit donc 
d'où 



Il en résulte que la quantité d'électricité induite sur h corps 
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conducteur A communiquant avec le sol par une musse élec- 
trique donnée reste la même, quand cette masse se déplace sur 
une surface de niveau du corps A isolé, et ia quanlïlé induite 
est d'autant plus petite que la surface (le niveau est plus 
grande. 

195. S'ilyaviiil plusieurs niasses rlertriq lies lixes ;igissnn[ 
sur le eurps conducteur A communiquant avec lesol, on cher- 
cherait la couche induite par chacune d'elles cl ou !es super- 
poserait. 

Si le corps conducteur A était isolé, et primitivement à 
l'étal neutre, à la couche Q' induile par les masses élec- 
triques données, quand le corps A communique avec le sol, 
on superposerait la couche de niveau — Q', qui s'établirait it 
sa surface s'il était isolé, sans être soumis à l'action d'aucune 
masse électrique extérieure. 

Enfin, si le corps A était isolé et chargé primitivement 
d'une quantité d'électricité donnée Q,, à la charge induile Q' 
on superposerait la couche de niveau (J, — Q'. 

q\ q'„. . ., S une surface de niveau qui enveloppe une partie 

d'entre elles, par exemple q', q'„ On peut remplacer les 

masses q', q',,--. par une couche égale répandue sur la sur- 
face S ( n" 102); si l'on appelle Vie potentiel des masses q,q„..„ 
V" celui des masses q', q\,..., le potentiel de la couche et 
des masses q, ç,,. . . à l'extérieur de S étant égal à V'+V"=V, 
sera constant sur la surface S, et par conséquent' cette couche 
est en équilibre sous l'influence des masses q, g„ .... 

106. Considérons maintenant l'influence réciproque de deux 
corps conducteurs A et B isolés, et chargés primitivement de 
quantités d'électricité données Q, cl Q,. On ramène ce cas 
général à des cas plus simples par la méthode de Murpfty. 
Soit^, la couche de niveau qui, répandue sur A, y pruduit 
le potentiel ij cette couche, supposée fixe, induira sur 11, 
communiquant avec le sol, une couche — q t . La couche — g,. 
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supposée lixe, induira à son tour sur A, communiquant avec 
le sol, une couche q,; cette dernière, supposée fixe, induira 
sur B, communiquant avec le sol, une couche — q,, et ainsi 
de suite indéfiniment. Superposons ces diverses couches, nous 
aurons sur A une couche 

ff, = î.+ î.+ î» + ..., 

sur B une couche 



il esl facile de voir que les deux couches (V, et — Q', ont 
ensemble un potentiel égal à i sur A, à zéro sur If, et par 
conséquent sont en équilibre sous leur action mutuelle. 

De même, soit q\ la couche de niveau qui, répandue sur II, 
y produit le potentiel i. Celte couche, supposée fixe, induira 
sur A, communiquant avec le sol, une couche — q',; celle-ci, 
supposée li\e, induira sur It, communiquant avec le sol, une 
couche q\, ci ainsi de suite indéfiniment. Les deux couches 

-Q^-î'.-ï'.— • . 

<?;=?',+«'.+■•■. 

répandues sur A et B, ont ensemble un potentiel égal à i 
sur B, à zéro sur A, et, par conséquent, constituent un nouvel 
état d'équilibre. 

Concevons maintenant que l'on multiplie la densité en 
chaque point dans le premier étal d'équilibre par V„ la densité 
en chaque point dans le second état par V,, les quantités V, 
et V: satisfaisant aux deux équations 

V,ff,-V I Q", = Qi, 
-V.Q'.+V.Q^Q,, 

et que l'on superpose les deux nouveaux états d'équilibre 
ainsi obtenus, on aura l'état d'équilibre réciproque des deux 
quantités d'électricité données Q, et Q„ répandues sur A et B. 
Le potentiel de l'ensemble aura les valeurs constantes Y, 
sur A, V, sur B. Si l'on donnait les valeurs V, et V, du poien- 
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tiel sur A el B, les mêmes équations détermine raie m les cou- 
ches Q, ei Q,. 

On peut trouver, comme précédemment, des exemples d'é- 
quilibre de celte nouvelle espèce. Soil V le potentiel de 
niasses fixes données, S el S' deux surfaces de niveau qui en - 
veloppeni, la première une partie des niasses g, q„ . . ., la se- 
conde loules les autres q', <]',,.... On peut remplacer les 
masses q, q,, . . . par une couche égale répandue sur la sur- 
face S, et de même les masses r/\ q\ par une couche égale 

répandue sur S' ; le potentiel de l'ensemble de ces deux cou- 
ches à l'extérieur est égal à \' + V — V; il a une valeur con- 
stante sur S eL une autre valeur constante sur S, et, par coït' 
séqueni, les deux couches sont en équilibre sous l'influence 
de leur action mutuelle. 
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TRAVAIL DES FORCES ÉLECTRIQUES. 



Traiail des forces êloelriqui's. — Énergie éleclriiiiie. -- Décharge d'une liou- 
bille ds Lrpit. — Dwharce d'une unltcrie. — Travail de> force. nufniS- 

197. Le jeu des machines électriques développe des quan- 
tités égales d'électricité positive et d'électricité négative. 
Quand les corps électrtsés sont bons conducteurs, si on les 
met ensuite en communication les uns avec les autres, toute 
électricité libre disparaît, et le système revient à l'étal neutre. 
Lorsque, par une cause quelconque, il y a déplacement des 
fluides électriques, ou mouvement des corps élertrisés eux- 
mêmes, ce changement dans l'état du système est accom- 
pagné d'un travail des forces électriques. Si l'on appelle dq 
el dq' deux masses électriques infiniment peliies, r leur dis- 
lance mutuelle, le travail élémentaire des forces électriques a 
pour expression 



le signe somme s'étendant à imites les combinaisons des 
masses électriques deux il deux. Nous priserons 



Lorsque le système passe de l'état ■ » l'état i, le travail des 
forces électriques est 




ce qui donne 



d<B = - rfW. 



E — W, — W,. 



OiojiizMByÇoogle 



«4, 




198. La valeur de la fonction W, lia ns un état quelconque 
du système, osi le travail que développeraient les forces élec- 
triques, si le système revenait à l'état neutre; car on aurait, 
dnns ce cas, W, = o et, par suite, £ = W.. Le système reve- 
nant de lui-même à l'état neutre, quand on établit la commu- 
nication, on en conclut que la quantité W a toujours une 
valeur positive. Nous l'appellerons, par analogie, énergie po- 
tentielle du système éleetrisé, ou, plus simplement, énergie 
êtec trique. 

Inversement, pour éleclriser le système par le mouvement 
d'une machine, il faut dépenser une quantité de travail moteur 
égale à l'énergie potentielle qu'on veut lui communiquer. En 
général, le travail des forces électriques, pour un changement 
quelconque, est égal à la variation qu'éprouve l'énergie po- 
tentielle, quand on passe du premier étal au second. 

L'énergie électrique est une nouvelle forme de l'énergie. 
Lorsqu'on charge une batterie électrique, on transforme une 
certaine quantité de travail, ou d'énergie mécanique, en une 
quantité égale d'énergie électrique, et réciproquement, dans 
la décharge de la batterie, une certaine quantité d'énergie 
électrique se transforme en une quantité égale d'énergie mé- 
canique ou d'énergie calorifique. 

109. On peut exprimer l'énergie potentielle W d'un sys- 
tème de masses électriques ù l'aide de la fonction V, que 
nous avons nommée le potentiel du système. La somme 

renferme les combinaisons de toutes les masses élémentaires 
deux à deux. Considérons les combinaisons d'une masse élé- 
mentaire déterminée dq avec chacune des autres masses, nous 
obtiendrons la somme partielle 
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Mais^ — est la valeur du potentiel V de tout le système au 
point où est située la masse dq ; la somme partielle esl donc 
Xdq. Ile même, les combinaisons d'une autre niasse détermi- 
née dq' avec chacune des autres donneront la somme partielle 
V dq' , V étant la valeur du potentiel au point où est placée la 
masse dq'; on a ainsi Ydq ■+■ Y'dq' ■+■ . . . oa^\ dq. Mais, de 
cette manière, chaque combinaison a élé répétée deux fois; 
par exemple, la combioaison des deux masses dq et dq' -est 
entrée, une première fois, dans la somme partielle Ydq , une 
seconde l'ois dans Y'dq'. Il faut donc prendre la moitié du 
résultat, cl l'on a la relation 

(,) W = IJVil,(*)- 

200. Considérons un système de corps conducteurs A, B, 

C sur lesquels sont répandues des charges électriques 

Q,, Q,, Oi L'équilibre électrique étant établi, le poten- 
tiel a une valeur constante V, dans le corps A, une autre va- 
leur constante V, dans le corps B, — Dans la somme^ Vrfy, 
les teintes, qui se rapportent aux différentes masses électri- 
ques loi andues sur le corps A, donnent une somme partielle 
Y.^dj ou V.Qij de même, les termes qui se rapportent aux 
masses électriques répandues sur le corps 1), donnent \a somme 
partielle V,Q„. . la relation (i) devient ainsi 

( 2 ) W=j{V,Q,+V ) Q,-(-...). 

Remarquons que, si un corps est resté complètement isolé 
pendant qu'on a chargé le système, et par conséquent n'a été 

(* ) La qu.-tité^ Vrfï «l ee que B«r .pp.ll. fc da «««< ««- 

Itit/orl uir rllel-mémrl, de lorle que rc qm- j'jji|»<ll<- ii-i rSuergir jinrrnlitllr 
dci malles clectrijuci n'est nul r.- rhn.c ((lie 1» ninilii; de ce [mlenliel. 

16. 
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êlectrisé que par influence, ce corps contenant des quantités 
égales d'électricité positive et d'électricité négative, sa charge 
Q est nulle, ainsi que le terme correspondant de l'énergie. 

Si l'un des corps communique avec la terre, la terre et ce 
corps réunis seront regardés comme l'un des corps du sys- 
tème; à cause de la grandeur du globe terrestre, le potentiel 
y est sensiblement nul. Comme la quantité d'électricité libre 
développée par la machine a une valeur Unie, le ternie cor- 
respondant dans l'expression de l'énergie est aussi nul. Ainsi, 
les corps éleclrïsés par influence, et ceux qui communiquent 
avec la terre, donnent des termes nuls dans l'expression de 
l'énergie potentielle du système. 

Il est clair que la quantité de travail nécessaire pour com- 
muniquer à un corps une charge électrique donnée est mini- 
mum, lorsque le corps est parfaitement conducteur; car, si 
l'on imagine une autre distribution à l'aide de résistances in- 
térieures, telles que celles qui existent dans les corps impar- 
faitement conducteurs, et que l'on suppose ensuite que ces 
résistances diminuent peu à peu, le fluide reviendra à la pre- 
mière distribution, en surmontant les résistances, cl par con- 
séquent accomplissant un travail positif. 

B-tdMBOB d'uhb bouteille de lkyde. 

SOI. Considérons une bouteille de Leyde à armatures com- 
plètes. On met l'armature intérieure en communication avec 
une source d'électricité qui possède un potentiel V,, et l'ar- 
mature extérieure avec le sol ; quand la bouteille est chargée 
à refus, l'armature intérieure a acquis le même potentiel V,, 
et s'est chargée d'une quantité ■+- Q, d'électricité, 11 s'est pro- 
duit sur l'armature extérieure une charge égale — Q, d'élec- 
tricité contraire, et sur celle armature le potentiel V, est nul. 
La bouteille présente alors un étal particulier d'équilibre que 
noua avons étudié au n° 189; son potentiel à l'extérieur étant 
nul, elle n'exerce aucune action sur les corps environnants et 
se comporte à leur égard comme un corps neutre. Cependant 
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elle renferme une quantité d'énergie égale à 



i{5 



W 



jV.Q,. 



Nous avons trouvé (u- 180) 




si l'on désigne par * le rapport ^g^t qui est une consiantc 
pour la bouteille donnée, on a 



Ainsi l'énergie potentielle d'une bouteille de Leyde est pro- 
portionnelle au carré de la charge. 

Celte énergie se manifeste lorsqu'on réunit les deux arma- 
tures par un excitateur; la bouteille se décharge comptétc- 



se traduit par une étincelle et par un échaufïemenl du fil de 
communication. 

Une partie de l'énergie intérieure est employée à vaincre la 
résistance de l'air, c'est-à-dire a produire l'étincelle; le reste 
se change en énergie calorifique. 

Quand le (11 de communication est gros et court, l'étincelle 
esi énergique, ei réchauffement du conducteur Irés-faible. 
Quand le fil est long et fin, l'étincelle est faible, mais le fît 
s'échauffe davantage. 

Plusieurs expériences confirment les résultats de celte théo- 
rie. M. Riess a interposé une lame de mica ou une carte sur 
le passage de l'étincelle, et il a constaté qu'alors réchauffe- 
ment du fil est plus faible. La résistance à vaincre étant plus 
grande, l'étincelle a absorbé une plus grande parité de l'é- 
nergie. 



V, = XQ,, 



et, par suite. 



W = i»Q;. 



ment, et il y a production d'i 



quantité de travail - ).Q\, qi 



Si I ■ ■ti r. il ni I l > d-m iitni i l"f- [ fil »■'■> (■'■ne i"l ir » 

(In, ['étincelle devient très-faible et le travail correspondant 
négligeable. En opérant dans ces conditions, M. Riess a 
trouve, bien avant la théorie, que, si l'on donne à une même 
bouteille des rhnrges différentes, h quantité de chaleur dé- 
gagée est proportionnelle ou carré de la charge. 

DÉCHARGE D'UNE BATTERIE. 

202. Considérons une batterie formée de n bouteilles iden- 
tiques. On les charge séparément avec une même source; 
chacune d'elles prend une charge (/„ cl l'on a, en appelant V, 
le potentiel sur la source, 

V, = î.ç,. 

Si l'on réunit alors tomes ces bouteilles, l'équilibre subsiste, 
puisqu'elles n'exercent aucune action les unes sur les autres, 
et que le potentiel est ie même sur toutes les armatures inté- 
rieures. La charge lolale est la même que si la batterie avait 
élé mise directement en relation avec la source. L'énergie 
potentielle de la batterie est donnée par la formule 

W = I»V,„ = iv,Q„ 

Q, désignant la charge totale de la batterie. 

Une batterie électrique de n bouteilles égales est donc équi- 
valente à une bouteille unique de même épaisseur, dont la 
surface serait n fois pius grande que la surface de chacune 
des bouteilles qui la composent. 

On en déduit aussi 




L'énergie d'une batterie est proportionnelle au carré de la 
eharge et en raison inverse du nombre des bouteilles. Cette loi 
a élé découverte expérimentalement par M. Riess, 

203. Éludions maintenant les décharges incomplètes. Pre- 
nons deux batteries, l'une de n bouteilles, l'autre de n' bou- 
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teilles, toutes identiques. Chargeons ]a première batterie à 
refus, tomme à l'ordinaire; l'énergie potentielle de celle bat- 
lerie esl alors 

W = inV,tf,. 

lures intérieures des deux balleries; la charge ni/, se répand 
alors sur les it + n' bouteilles, et chacune d'elles prend une 
charge 

»' = ,7Î-V 

On a maintenant une nouvelle batterie composée de a -+- n' 
bouieilles; sur les armatures intérieures le potentiel esl 

son énergie potentielle esl 

W = -(n-hn')Y, q, = W -, ■ 

Le travail accompli pcitthmi l'cii 1 ' initi-.fumiutii.in e>i égal à la 
diminulion W — W d'énergie potentielle 

W-W' = W^— ,. 

Celte formule avait élé trouvée aussi par M. Riess à l'aide de 
l'expérience. 

204. Éludions encore la charge par cascade. Supposons 
plusieurs batteries réunies en cascade, la première compre- 
nant n, bouieilles, la seconde n,, la troisième n,, Toutes 

ces boutelles sont identiques ; l'armature extérieure de la der- 
nière batterie communique avec le sol, l'armature intérieure 
de la première avec une source doni le potentiel est V,. L'ar- 
mature intérieure de la première batterie prend une charge 
+ Q, ; il se produit une charge — Q, sur l'armature extérieure 
de la première batterie et une charge -i- Q, sur l'armature in- 
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térieurc île la seconde, le poicniiel sur ces deux conducteurs 
réunis élani V,; de même, il y a une charge — Q, sur l'arma- 
ture extérieure de la seconde et une charge + Q, sur l'arma- 
ture intérieure de la troisième, le potentiel éiant Y,, le 
potentiel sur la dernière armature est nul. On aura donc 

W = £ ( V, Q, - V, Q, + V, Q, — V.Qj+V.Q, — ... ), 
W = - V, Q, , 

ce qui esl évident à priori, d'après une remarque faile au 
i> 200. 

Pour une bouteille dont la charge esl g„ on a, en général, 
d'après la relation trouvée au n" 180, 

V, ei Vi étant les valeurs du potentiel sur l'armature inté- 
rieure et sur l'armature extérieure; si l'on pose, comme pré- 
cédemment, l~ on cn déduit 
V, -V, = ?. S ,. 

Pans la première batterie, la charge de chaque bouteille étant 
égale à — , on a 




Ou obtient de même, pour les batteries suivantes, 




et, pour la dernière, 

v.-„ = >2=. 
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En ajoutant toutes ces équations membre à membre, il vient 

T.=»(ft + 4 + ft*...). 

Supposons encore les bouteilles parfaitement fermées! alors 
les charges des deux armatures de chacune d'elles sont égales, 

Q, = Q |r -.Çv ... 

d'où 

V, = aQ, + ^ + ~ +■■■)- 

et 

w= î XQ: {i + i + 7r, + - ■■)• 

Telle est l'énergie potentielle de l'ensemble des batteries; 
c'est le travail qu'il faut dépenser pour les charger, ou la cha- 
leur dégagée pendant la décharge. M. Hiess avait trouvé, par 
l'expérience, pour deux batteries, 
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205. Les considérations précédentes s'appliquent aui corps 
aimantés: dans les idées de Coulomb, on admet qu'il existe 
deux fluides magnétiques, analogues aux fluides électriques; 
l'aimantation consiste dans la séparaiion de ces deux fluides; 
mais, tandis que les fluides électriques peuvent se séparer 
effectivement el passer d'un corps dans un autre, la séparation 
des fluides magnétiques ne s'opère que dans les particules du 
corps, de sorte que chacune d'elles contient toujours des 
quantités égales des deux fluides. La loi de l'action étant tou- 
jours celle du carré de la distance, on évaluera le travail des 
forces magnétiques, comme on a évalué celui des forces élec- 
triques, à l'aide de la fonction 
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CoN^irtiTons un système formé tic deux corps aimantes A 
etB; la fonction TV se compose de trois parties, les deux 
premières, que nous désignerons par W„ et \V ( , se rapportant 
à l'action de chacun (les aimants sur lui-même; la troisième, 
W.,t, à l'action des deux aimants l'un sur l'autre. Si l'on appelle 
V, et Vj les potentiels des deux aimants, on a 

W.= i fv.dq, Yf i = ~Jvtdq', 
V,*=f V.dq' =f V.dq, 

dq désignant un élément du premier aimant, dq' un élément 
du second. Si les deux aimants sont constants, leurs éner- 
gies \V„, Wi restant constantes, le travail provient uniquement 
du mouvement relatif des deux aimants, et l'on a 

Nous avons vu (n D 102) que l'action extérieure d'un système 
de masses électriques données est égale à celle d'une couche 
égaie répandue, suivant une certaine loi, sur une surface qui 
les enveloppe. L'action extérieure d'un aimant est donc la 
mémo que celle d'une couche répandue sur la surface de l'ai- 
mant et formée dp quantités égales des deux fluides ; on pourra 
donc, dans le calcul de l'action extérieure d'un aimant, sub- 
stituer cette couche à l'aimant. 
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CHAPITRE IV. 

HYPOTHÈSE D'UN SEUL FLUIDE. 



20G. La théorie des phénomènes d'électricité statique re- 
pose tout entière sur la loi de Coulomb. Les théorèmes que 
nous avons démontrés, et qui ont été vérifiés par l'expérience, 
sont la conséquence de celte loi fondamentale. Pour énoncer 

duiles, nous nous sommes servi de t 'hypothèse des deux 
fluides électriques; mais il est clair que ce n'est là qu'une 
manière de parler, et que la vérité de la théorie est indépen- 
dante de cette hypothèse, ou de toute autre que l'on pourrait 
Taire sur la nature de l'électricité. 

Dans le siècle dernier, Franklin est parvenu à' représenter 
les phénomènes d'électricité statique à l'aide d'un seul fluide; 
mais alors il faut faire intervenir l'action de la matière pon- 
dérable. Chaque élément de volume est considéré comme 
renfermant une certaine quantité de matière pondérable et 
une quantité de fluide électrique. On admet qu'il y a attrac- 
tion entre deux masses de matière pondérable et aussi entre 
la matière pondérable et la matière électrique, répulsion entre 
deux niasses de mdlière électrique, et que ces forces varient 
toutes en raison inverse du carré de la distance. 

Considérons d'abord l'action d'un élément de volume A 
renfermant une masse pondérable M, et une masse électrique 
(a sur une masse électrique m' placée à la distance r. Cette 
action se compose de deux forces, l'une attractive i 
l'autre répulsive ^ ffi" j leur résultante esi 
( /« -/.»)«' 
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Si l'on a /M -/,** = «>, ou g = 4 la résulta me est nulle, 
el l'élément À est dit à l'étal neutre; cet élément n'exerrc 

suppose que le coefficient /i soit Irès-grand par rapport àf,. la 
masse électrique ti sera très-petite par rapport à la masse pon- 
dérable M. Ainsi un corps est à l'étal neutre, lorsque la quan- 
tité de matière électrique qu'il renferme est dans un rapport 
déterminé avec la quantité de matière pondérable. 

207. Considérons maintenant l'action mutuelle de deux 
éléments de volume A et B à l'état neutre; le premier ren- 
ferme une masse pondérable M et une masse électrique n, le 
seeond une masse pondérable M' et une masse électrique 

m M' ~~ 

Celte action est la résultante de quatre forces 

/MM' f.Uff jWj. tlOL, 
r' r' r' r 1 

savoir; l'attraction des niasses pondérables M et M', l'attrac- 
tion de la masse pondérable M sur la masse électrique 
l'attraction de la masse pondérable M' sur la masse électrique 
a, et enfin la répulsion des masses électriques u et /. Celte 
résultante se réduilà 

^ ('+$)■ ' 

f* 

Si l'on représente par? la constanie/-t- elle se met sous 
la forme simple 

y MM' 

c'esi l'aiiraction universelle, ou la gravitation. 

208. Un corps éleclrisé est un corps qui renferme une quan- 
tité de matière électrique plus grande ou plus petite que la 
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quantité que nous venons de définir, et qui constitue l'état 
neutre. ]l est éiectrisé, positivement si la matière électrique 
est en excès, négativement si elle est en défaut. 

Cherchons l'action mutuelle de deux éléments de volume 
électrisés A et B, renfermant, le premier une masse pondé- 
rable M et une masse électrique -+- m, le second une 

masse pondérable M' elune masse électrique &jr- + m'; celle 
action est la résultante des quatre forces 




c'est-à-dire 
ou 

? MM' fi mm' 

Le premier terme es t ] a gravitation, le second — ■f' m ™ 

l'action électrique. En faisant abstraction de la gravitation, ci 
ne considérant que l'action électrique, on voit qu'il y a répul- 
sion si les corps sont électrisés dans le même sens, attraction 
f.mm' 

s'ils sont électrisés en sens contraires. L'expressiiTi 
du la force électrique ne dépend que des excès positifs ou 
négatifs m et m'; ces excès sont ce que nous appellerons les 
quantités d'électricité libre, contenues dans les volumes A 
et B. On retrouve ainsi la loi de Coulomb. L'hypothèse d'un 
seul fluide, combinée avec l'action de la matière pondérable, 
rend donc compte des phénomènes, exactement de la même 
manière que s'il y avait deux fluides différents. 
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On pourrait intime se dispenser d'admettre qu'il y a attrac- 
tion entre deux masses de matière pondérable; l'attraction de 
la matière pondérable sur la matière électrique suffirait pour 
produire la gravitation. Ceci revient à supposer f—o; d'où 

«-£ 

209. Si l'on adopte comme plus probable l'hypothèse d'un 
seul fluide, il est naturel de supposer que ce fluide n'est autre 
chose que l'éther, par les vibrations duquel on explique les 
phénomènes lumineux. Toutefois l'expérience apprend qu'il 
n'y a pas de phénomènes électriques dans le vide, c'est-à-dire 
en l'absence de toute matière pondérable. Il semble résulter 
de là que l'on doit appeler Jlitîde électrique contenu dans un 
volume donné, non pas la quantité totale d'éther qu'il ren- 
ferme, mais la somme des atmosphères d'élher qui entourent 
les molécules pondérables (n"2), c'est-à-dire l'excès de la 
quantité totale d'élher que contient le volume sur la quantité 
qu'il contiendrai! sans la présence des inuléruli's pnnrléj'iililcs. 
Pour expliquer les phénomènes électriques, il suffira d'ad- 
mettre que la matière pondérable attire l'éther en raison in- 
verse d» carre de la distance, et que l'action mutuelle de deux 
atmosphères d'élher est proportionnelle au produit de leurs 
masses et aussi en raison inverse du carré de la distance. 

Nous ferons remarquer, à ce propos, que la théorie des 
phénomènes lumineux semble exiger une loi d'action toute 
différente entre les molécules voisines de l'éther. L'énorme 
vitesse de propagation des ondes lumineuses indique d'abord 
que la force qui s'exerce entre deux molécules voisines est 
très-énergique. Les recherches théoriques de Cauchy montrent 
que, dans un milieu isotrope, comme l'éther libre répandu 
dans le vide, peuvent se propager deux sortes de vibrations, 
les unes transversales, les autres longitudinales, avec des vi- 
tesses Irès-dirférentes; l'existence des unes et des autres dé- 
pend de la loi des forces moléculaires. On attribue les phéno- 
mènes lumineux aux vibrations transversales. En suivant la 
méthode de Cauchy, j'ai fait voir que, pour que les vibrations 
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transversales puissent se propager, Il est nécessaire que la 
force répulsive qui s'exerce entre Jeux molécules voisines 
d'éther varie en raison inverse d'une puissance de la dislance 
plus élevée (pie la quatrième. I.Viuile des lois de la propaga- 
tion de la lumière dans les milieu* biréfringents semble indi- 
quer que celle puissance est précisément la sixième, et l'ab- 
sence de dispersion dans ie vide conduit à la même conclu- 
sion. Il y a contradiction apparente entre ces deux lois; mais 
il esi probable que les phénomènes lumineux sont dus à l'ac- 
tion immédiate des molécules d'éther sur les molécules les 
plus voisines, tandis que, dans l'ordre d'idées où nous nous 
plaçons actuellement, la force électrique proviendrai! de l'ac- 
tion de ressort ou de l'élasticité des atmosphères d'éther qui 
entourent les molécules pondérables. 
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CHAPITRE V. 

THÉORIE DES COURANTS ÉLECTRIQUES. 
!» pràlîmîlMirw. — Lui do Ohm. Conduilcun Mnfalm. — 



Travail tlr> forces eicclromolricrs. — Loi Je Joli 



CONSIDÉRATIONS PRtLIMINAlDKS. 

210. Lorsque, dan? un corps conducteur) te potentiel a Ij 
même valeur en chaque poiat, il j «équilibre électrique; mais 
si cette fonction n'a lias la même valeur en chaque point, il j 
o mouvement lie l'électricité. Ce mouvement romiilue le 
phénomène des murants. Lorsque le potentiel est une fonc- 
tion de x, r, a, indépendante du temps, le mouvement élcc- 
trique arrive presque instantanément à un régime régulier et 
permanent; c'est le eas que nous nous proposons d'étudier en 

La force qui agit en chaque point sur l'unité de masse, pour 
produire le mouvement électrique, est — jjp dit étant un 

élément de la normale à la surface de niveau qui passe en ce 
point; on lui a donné le nom de force électromotrice, L'élec- 
trieité, se mouvant à travers le réseau des molécules pondé- 
rables, choque ces molécules et leur communique une partie 
de sa force vive, ce que l'on reconnaît par réchauffement du 
conducteur. On peut évaluer l'effel moyen de celle commu- 
nication de force vive, comme dans le frottement ordinaire, a 
l'aide d'une résistance fictive opposée par le milieu pondérable, 
et dirigée en sens contraire de la vitesse. On considérera donc 
chaque masse infiniment petite m d'électricité comme solli- 
citée par deux forces, la force électromolrice ¥ — — m 
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qui agit sur elle, et la résistance R du milieu pondérable. 
L'expérience apprend que, dès que la force électromoirice 
cesse d'agir, c'est-à-dire dès que le potentiel devient constant, 
le mouvement de l'électricité s'arrête aussitôt. Les choses se 
passent comme lorsqu'un corps se meut dans un milieu résis- 
tant dont la densité est Ifès-grande par rapporta celle du corps. 

211. Au moment où la force F cesse d'agir, la masse élec- 
trique m est animée d'une vitesse « et possèilc une force vive 

; elle n'est plus soumise alors qu'à la résistance du milieu 

pondérable, et, après avoir parcouru un chemin recliligne 
Irès-pelit /, clic s'arrête. Le travail de la résistance pondant 
ce trajet étant égal à la force vive, on a l'équation 

/«•*==?■ 

dans laquelle lis désigne un élément de chemin parcouru, et 
M' la résistance décroissante. Celte résistance R' étant plus 
petite que la résistance R qui correspond à la vitesse ». l'inté- 
grale est moindre que RI, et par conséquent on a R > - 

Considérons maintenant un courant permanent dans un III 
d'égale section et disposé suivant un cercle de rayon L; la 
masse électrique m est animée d'un mouvement circulaire cl 
uniforme, dont l'accélération est dirigée vers le centre et égale 

à la résultante des deux forces F et R qui sollicitent la 

masse m est dirigée suivant le rayon cl égale à la force R 

étant plus grande que ^ i le rapport de la résultante à cette 

force Rcstmoindrequc^i c'est un rapport Irès-pctit, si, comme 
nous l'admettons, la dislance l parcourue pendant que le cou- 
rant s'arrête est Irès-petite relativement à L. La diagonale du 
parallélogramme étant Irès-pelilc par rapport à l'un des côlés 
R, les deux forces F et R sont a peu près égales et opposées. 
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Puisque la résistance II est dirigée en sens contraire de lu 
vitesse, on en conclut que la direction de la vitesse m coïn- 
cide sensiblement avec celle de la force clectromotrice F. 

Il résulte de là qu'une masse électrique quelconque m décrit 
danslc conducteur une ligne à peu près orthogonale aux surfaces 
de niveau. Si l'on conçoit !e volume du conducteur décomposé 



en une série de canaux orthogonaux a 


yant pour 


sections les 


divers éléments d-n d'une surface de i 


liveau, le 




s'opérant dans chacun d'eux séparémei 


H, on pou 




le mouvement général de l'clectriciii 


i dans le 


conducteur 




. linéaires. 





électriques voisines de la surface du conducteur ayant des 
vitesses parallèles à cette surface, il en résulie que les sur- 
faces de niveau coupent urlhogonalemerit lu surface du con- 
ducteur. 

212. L'hypothèse d'un fluide unique se prête, aussi bien 
que celle des deux fluides, à l'établissement de la théorie. Si 
l'on adopte l'hypothèse d'un lluide unique, ou supposera que 
ce fluide, sollicité par la force clectromotrice, se meut dans 
le sens de la force; on pourra, si l'on veut, comparer le mou- 
vement du fluide électrique dans l'un des canaux linéaires au 

est la quantité de fluide i/i qui traverse la section da du canal 
pendant l'unité de temps. 

Dans l'hypothèse des deux fluides, comme la force électro- 
motrice les sollicite dans des sens contraires, on devra ad- 
mettre la coexistence de deux courants dans le même canal, 
l'un de fluide positif marchant dans un sens, l'autre de fluide 
négatif marchant en sens opposé. De plus, comme la force 
éleetromotrice agit avec une égale énergie sur des masses 
égales des deux fluides, et que ces deux fluides se trouvent 
dans les mêmes conditions, des quantités égales — des deux 
fluides traverseront la section dr,i du canal pendant l'unité de 
temps; l'intensité de chaque courant étant égale celle 
du double courant sera tti. 
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213. On admel que la quantité d'électricité, qui traverse 
pendant l'unité de temps un élément du d'une' surface de 
niveau, est proportionnelle à la force éleetro motrice — 

qui s'exerce à l'endroit où est situé l'élément; de sorte que, 
si l'on désigne paru une constante dépendant de la nature du 
conducteur, on aura 

C'est sur cette hypothèse fondamentale, qui n'est autre chose 
que la loi de Ohm, que repose la théorie des courants con- 
stants; elle sera justifiée par ses conséquences. 

214. Une première conséquence de cette loi, c'est que tout 
l'intérieur du conducteur est à l'état neutre. En effet, considé- 
rons le volume limité par un canal orthogonal infiniment petit, 
et par les éléments correspondants du, eidu, de deux surfaces 
de niveau voisines, et raisonnons d'abord dans l'hypothèse d'un 
fiuide unique; pendant le temps très-petit G, il entre dans ce 
volume parla base du, une quantité de fluide - a'j\^^ \ du,. 

et il en sort par la base opposée une quantité — aQ^Ç^j du, 

[pour fixer les idées, nous supposons la dérivée ~ négative, 
quand on marche de l'extrémité 1 vers l'extrémité a ). La quan- 
tité de fiuide contenue dans ce volume a donc éprouvé pendant 
le temps 0 un accroissement . 

-«•[(£).'"■-(£),'-]' 

le courant étant constant, la quantité de fluide contenue 
dans chaque élément de volume du conducteur doit rester la 
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même; on a ainsi 




Mais, d'après le théorème du n» 17G, le premier membre esl 
égal à 4^9- î étant la quantité d'électricité libre contenue 
dans le volume considéré ; on en conclut que cette quantité q 
est nulle, el par conséquent qu'il n'y n pas d'électricité libre 
à l'intérieur du conducteur. Le fluide électrique en mouve- 
ment dans le conducteur a donc partout la densité normale 
qui constitue l'état neutre par rapport au conducteur donné. 

215. 11 semble résulter de là que la résistance opposée par 
le conducteur au mouvement du fluide esl proportionnelle à 
la vitesse a du courant. Eji effet, nous pouvons représenter 
par mip((f) la résistance qui s'exerce sur une masse m de 
fluide; cette résistance étant à peu près égale et opposée à la 
force électromotrice — m -j~ qui sollicite la même masse, 



D'autre pan, si l'on désigne par p la densité du fluide neutre, 
la quantité qui traverse l'élément de surface di,i pendant 
l'unité de temps est di = pudw. D'après la loi de Ohm, cette 



21G. Raisonnons maintenant dans l'hypothèse des deut 
fluides. Pendant le temps G, il enlre dans le volume par la 



sorte que la quantité de fluide positif contenue dans le volume 



on 




quantité esl égale à —a<lr„-j^\ 
et, par suite, ?(«) = £u. 



on en déduit 
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éprouve «me augmentation 



?[(ï)M£H- 



Pendant te même temps, il sort par la base dm, une quantité 



quanlilé de fluide négatif contenue dans le volume éprouve 
une diminution 



la somme de ces deux quantités est l'accroissement d'éleetri- 
cilé libre. On retrouve la même expression que précédem- 
ment, et on arrive à la même conclusion : chaque élément de 
volume reste à l'élat neutre, et par conséquent contient tou- 
jours des quantités égales des deux fluides. 

Puisqu'il n'y a pas d'électricité libre à l'intérieur du con- 
ducteur, il en résulte que l'électricité libre nécessaire à la 
production du potentiel est située à la surface même du con - 
ducteur ou a l'extérieur. Dans les expériences ordinaires, 
lorsque les actions chimiques ou la chaleur donnent naissance 
à un courant électrique, il n'existe pas de masses électriques 
à l'extérieur; toute l'électricité libre est donc répandue en 
une couche infiniment mince à la surface du conducteur. Mais 
cette couche n'est pas en équilibré, puisque son potentiel 
n'est pas constant dans l'intérieur ni sur la surface : il semble 
donc qu'elle soit elle-même en mouvement à la surface du 
conducteur; mais sa masse est très-petite par rapport à celle 
du courant intérieur, et on peut la négliger. 

217. L'équation ([) donne la quanlilé d'clectrieilé qui tra- 
verse pendant l'unité de temps un élément d'une surface de ni- 
veau. Cherchons la quantité d'élcclrici té di qui traverse un élé- 
ment mp=da d'une surface quelconques^^. 5a). Laquanlité 
d'électricité qui traverse l'élément do dans le temps infini- 




dm, de fluide négatif, cl il en entre par la base 
, une quantité — ~ rfû ' ,! * e sorle l)ue ' a 



opposée (in, 
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menl pelii dt occupe le ejlindre mpp'm', dont l'arête laté- 
rale mm' est normale à la surface de niveau V qui passe au 



point m; par le poinl m' passe une surface de niveau V-t- rfV; 
le cylindre oblique mpp'm' est ëquivalenl au ejlindre droit 
mnn'm' qui représente la quantité de fluide qui traverse l'élé- 
ment mn = dùi de la surface de niveau V. On a donc 



di= — a-y-dt 



Soient <in et ds les portions mm' et niq des normales aux 
surfaces V et S au point m, comprises entre les deux surfaces 
de niveau infiniment voisines V et V -t- rfV, 9 l'angle de ces 
deux normales, on a 

dn — ds.zo&B, du = dtr.cosB, 

et, par suite, 

(FJ £ = -aÇd*. 

C'est la formule générale de Olim, 



218. On emploie ordinairement des conducteurs de forme 
allongée et de section très-petite ; on pourra, dans ce cas, re- 
garder la section normale w du conducteur comme un élément 
d'une surface de niveau, et assimiler le fil à un canal dans le- 
quel se meut l'électricité. En appelant i l'intensité du courant. 
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potentiel le long du fil. Lorsque 
slanle, on peut intégrer, el l'on a 



/ étant la longueur du 1)1 entre les points t el 2 dans le sens 
du courant; dans ce cas, le potentiel décroît en progression 
arithmétique. On en déduit 

Celte formule est la loi de Olim pour les courants linéaires. 
La différence V, — V, des valeurs du potentiel aux deux ex- 
trémités du iil est ce que les physiciens appellent la force 
êlectroinotrice du courant entier. Ils ont donné à la quantité 
constante — le nom de résistance du conducteur. Nous la 

représenterons par ?,; de celte manière, l'équation (II) se met 
sous la forme 




La formule a été vérifiée de plusieurs manières : 
1° Quand la pile est formée de deux éléments au lieu d'un 
seul, le conducteur restant le même, l'intensité du courant 
devient double. Il faut, bien entendu, pour faire <:elte expé- 
rience, se mettre à l'abri des causes d'erreur dues à l'intro- 
duction d'un nouvel élément dans le circuit. 

2° La force électromoirice V, — V, restant la même, si l'on 
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change soit la section, soit la longueur du conducteur, on re- 
connaît que l'inicnsiié du courant varie proportionnellement 
à la section, ei en raison inverse de la longueur. 

219. Lorsque la section ta du (il n'est pas constante, l'équa- 
tion (<i) donne 

—*V = i~ 

On peut poser — - = dl, dï. étant la résistance de l'élément rfn 

du fil; la résistance >, du conducteur entier sera représentée 
par l'intégrale 

de celle manière, l'équation prérédente devient 
-d\ = idl, 

d'où 

y y J V, — V, 

Celle équation a la même forme que l'équation (ll'j. 

TRAVAIL DES t'OBCES fLECTBOMOTMCES. — LOI I1E JOULE. 

220. Évaluons d'abord le travail de la force — dq qui 
agit sur une masse électrique infiniment petite dq, décrivant 

Flfl 53. 




dans le conducteur une courbe AB (fig. 53) ortliogonalc au\ 
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surfaces de niveau. Pendant le temps in Uni ment petit dt, ht 
molécule électrique parcourt un élément dn normal à une 
surface <!e niveau; le travail élémentaire rte la force est donc 



et le travail toial du point A au point lt est 

rf ? {V,-V,J. 
V, et V, étant les valeurs du potentiel en A et B. 

On voit que ce travail est le morne que celui d'un poids dq 
descendant du niveau V, au niveau V». 

221. Considérons maintenant un courant dans un conduc- 
teur de forme allongée, entouré d'un milieu isolant. Soient ab 
et cil les sections du conducteur par deux surfaces de niveau 
V, ei V, [Jig. 54); cherchons le travail effectué pendant un 
temps infiniment petit dt par les forces éleclromolrices qui 
agissent sur la masse électrique comprise enire ces deux sur- 



faces. Au bout du temps dt, celle masse sera venue en 
a'b'c'd'. Une molécule quelconque dq a parcouru un peLil 
arc mm', et le travail élémentaire de la force qui agit sur celle 
molécule esi dq[\ — V), V et V étant les valeurs du poten- 
tiel aux points m et m'. Pour la masse entière, le travail est 



— dq -^dn = — dqdV, 



Fi E . Sj- 





le signe somme s'élendaul à louie la masse considérée. Dans 
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colle expression, V esl la valeur du potentiel au point où se 
trouve une molécule électrique dq au temps (, V la valeur 

temps / + <//. La première somme s'étend donc à l'espace 
abcd, la seronde à l'espace n'b'c'd'. Puisque le potentiel est 
indépendant du temps, il est clair que les ternies qui se rap- 
portent à la partie commune a'b'cd sont égaux; on peut donc 
borner la première somme au volume infiniment petit aba' b' , 
!a seconde au volume infiniment petit cdc'd'. Le potentiel 
ayant des valeurs sensiblement constantes Y, et V, dans ces 
volumes infiniment petits, les deux sommes ont pour expres- 
sions 

V.fd,, \',J.l,. 

Mais les masses comprises dans les deux volumes sont égales; 
c'est la quantité idt d'électricité qui traverse une section dans 
le temps dt. On a donc 

</E — ( V, — V,] idt. 

Tel esl le travail pendant le temps dt des forces élertromo- 
iriees qui agissent sur les masses l'Iennquos comprises entre 
les deux surfaces de niveau V, et V,; le travail pendant l'unité 
de temps est 

(111) E = (V 1 -V,)i. 

On voit que ce travail esl le même que celui d'un poids ■ 
descendant du niveau V, au niveau V,. 

222. D'après le théorème général des forces vives, le travail 
d& des forces électromolrices pendant le temps dt esl égal à 
la variation de force vive de la masse électrique considérée 
abcd, plus le travail extérieur accompli. Or ce travail extérieur 
consiste en une certaine quantité d'énergie calorifique com- 
muniquée au conducteur, plus le travail nécessaire pour faire 
varier l'énergie potentielle du conducteur, si celui-ci éprouve 
quelque changement d'él;il ou une transformation chimique, 
plus enfin le travail mécanique extérieur proprement dit, si 
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les pièces du conducteur sont mobiles et accomplissent un 
travail extérieur. Nous supposerons, pour le moment, que le 
conducteur n'éprouve aucune variation d'énergie potentielle 
et n'accomplit aucun travail extérieur. D'un autre côté, comme 
nous l'avons déjà remarqué (n° 210!, la force vive (le la masse 
électrique parait être Irés-peliie el négligeable. On dira donc, 
dans ce cas, que le travail des forces électromotrices est égal à 
l'énergie calorifique développée dans le conducteur. 

Pour un conducteur linéaire, si l'on remplace V, — V, par 
sa valeur tirée de l'équation [II'), on a 
(IV) 6 = Jli\ 

La quantité de chaleur développée dans le conducteur est 
proportionnelle à la résistance du conducteur et au carré de 
l'intensité du courant. C'est la loi que M. Joule a trouvée 
par l'expérience. 

223. Nous avons vu ( n" 221 ) que le travail des Torées élec- 
tromotrices, pendant chaque unité de temps, est égal à celui 
d'un poids i descendant du niveau V, au niveau V,; ceci nous 



conduit à une manière très-simple de représenter le phénomène^ 
Imaginons le conducteur linéaire rectifié suivant M, M>(/ig. 55), 
et par chaque point M élevons une ordonnée MA égale à la 
valeur du potentiel en ce point; nous obtiendrons une courbe 
A, AA, sur laquelle nous pourrons concevoir que s'accomplit 
le mouvement du poids i. Lorsque la section u du conducteur 
est conslontc, la variation V, — V, du potentiel éiant propor- 
tionnelle à la longueur M, H [n* 218), le courant est figuré par 
le mouvement du poids sur une droite A, A,. 
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2âi. Pour compléter celte élude, considérons le mouve- 
ment de l'électricité dans un conducteur quelconque; la masse 
électrique enveloppée par une surface fermée S à l'intérieur 
du conducteur se déplace et occupe, après le temps dt, une 
position infiniment voisine S' {jig. 56). Le travail des forces 
éleciromotrices qui agissent sur cette masse est 

rfG= j{V — V')dq=fvdq—Jvdq, 

la première somme s'étendani au volume S, la seconde au 
volume S' ; comme on peut supprimer la partie commune, il 
suffit d'évaluer les termes relatifs aux parties restantes ASB, 
AS'B. Prenons sur lu surface un élément ab — du; la quan- 

! # » 



tilé aba'b' d'éleclricilé qui traverse cet clément pendant le 
temps dt est, d'après l'équation ( I'), 

dans laquelle ds désigne un élément de la normale oN à la 
surface S. Puisque le mouvement a lieu dans le setis où V 
diminue, la valeur de dV, qui correspond au déplacement 
ad, est une quantité négative. Convenons de mener la nor- 
male «N en chaque point vers l'extérieur; pour un élément 

de la partie AS'B, ds étant positive, le rapport ^ est négatif; 

il faudra prendre dq = — a~ dadt , et la seconde somme 
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sera, abstraction faite de la partie commune, 

j > \'dq = -adt y*V^«/ 0 . 

Pour un élément de la partie ASD, ds étant au contraire négative, 
le rapport ^ est positif; fi faudra prendre dq = a dadt, 
et la première somme deviendra 

On a ainsi 

dB = adl jy^V-dv, 

le signe somme s'élendant a toute la surface S. Le travail [ten- 
dant l'unité de temps est donc 

(V] H = ajy^d.. 

Noua avons basé cette théorie sur la loi de Ohm, et nous 
en avons déduit la loi de Joule. Nous aurions pu, au contraire, 
partir de la loi de Joule et en déduire la loi de Ohm. En effet, 
nous remarquons d'abord que rétablissement de la formule (III) 
n'exige aucune hypothèse autre que celle du mouvement de 
l'éleciricilé suivant une ligne orthogonale aux surfaces de ni- 
veau; si on la combine avec la loi de Joule (IV), on obtient la 
loi de Ohm(H')ou (II). 
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CHAPITRE VI. 



COURANTS THERMO-ÉLECTRIQUES. 



Principe da Voila. — Eipijrlencc de SrelwoV. — Expérience de Pekicr. 



22.Ï. Voila a admis que le simple contact de deux métaux 
suffit pour leur donner des étals électriques différents; l'un 
d'eux se charge d'électricité positive, l'autre d'électricité né- 
gative. L' hypothèse de Volta est adoptée aujourd'hui par un 
grand nombre de physiciens, et elle parait confirmée par plu- 
sieurs expériences. On peut énoncer cette hypothèse en disant 
que le potentiel a sur chacun des métaux A cl B en contact 



une valeur constante, puisque l'équilibre existe dans chacun 
d'eux, mais que ces doux valeurs V. el Vi sont inégales. Sup- 
posons que l'on ait, par exemple, Vi > V.; si l'on pouvait 
réunir ces deux métaux par un fil conducteur sans introduire de 
nouveau contact danslocircuil(_/if*. 5;), Il se produirait un cou- 
rant; mais l'expérience n'est pas possible dans ces conditions : 
les autres contacts que l'on introduira nécessairement dans le 
circuit détruiront l'effet du premier. 

Nous figurerons cet état des lames en contact par deux 
droites horizontales V. et Vj placées à des hauteurs diffé- 
rentes {fig. 58); le polenliefvarie très-rapidement dans le voisi- 



ne. 5;. 
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nage du contact. Il est probable que cechangemeu t dans la valeu 
du potentiel n'a pas lieu brusquement, niais qu'il se produi 



d'une manière continue entre deux surfaces très-voisines de 
la surface de contact, de même que, dans une bouteille de 
Leyde à verre mince, le potentiel est constant sur chacune 
des deux armatures, et pas,sc d'une valeur à l'autre d'une 
manière continue entre deux points éloignés seulement de 
l'épaisseur du verre. 



226. La différence des niveaux électriques, qui existe au 
contact de deux métaux, dépend essentiellement de la tempé- 
rature; elle est ordinairement d'autant plus grande que la 
température est plus élevée. Si l'on forme uo circuit avec 
deux métaux réunis par deux soudures, ce circuit ne peut 
être traversé par un courant que si la différence des niveaux 
électriques n'est pas la même aux deux points de contact. Le 
moven le plus simple de rendre ces différences de niveau 
inégales est de porter l'une des soudures à une température 
plus élevée que l'autre; c'est l'expérience de Seebeck. 

Soient donc deux métaux A et B soudés aux deux points m et 
{fig- %))> ' a première sou dure cm ni à l;i température (, la se- 
condeà une température plus élevée /'. Appelons V, et \' a les 
valeurs du potentiel sur le métal A aux points m et m'A» et 
\'i les valeurs sur le métal B aux mêmes points. Supposons les 
deux métaux de telle nature qu'au point de contact le potentiel 
ait sur le second une valeur plus grande que sur le premier, 
c'est-à-dire que les deux différences VJ — , V» — V. soient 
positives, et admettons que le courant parcoure le métal A 



en allant de m vei 
conducteurs A e 
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rn' ; désignons par î. ci )j les résistances des 
8, et par ï. la résistance totale ), -+■ 7* du 




circuit. L'intensité du courant a pour expression dans le con- 
ducteur À 

. _ v. - v; 
). * 

el dans le conducteur B 

. _ v; - v* 

Ces deu\ quantités étant égales, on en déduil 

. _ v.-v;, _ v;- v ( _ (v;,-v ;) -{v«- v.j 

Si l'on pose 

h=v,— v., H' = y;-v;, 

on obtient la formule 



(0 




Lorsque les deux soudures sont à la même température, on 
a H — H', et, par suite, i = o; le courant est nul. Mais, si la 
soudure ni' est à une température plus élevée que m, la diffé- 
rence H' esl plus grande que H, et le courant a lieu dans le 
sens indiqué par la flècbe. 



Digitizod b/ Google 



COURANTS TllEHJIO-ÎLECTBHJtieS. 2^3 

•227. Le phénomène sera figure de la manière suivante : ima- 
ginons le circuit rectifié suivant m' mm' (fig. Go); au point île 
contact m', le poids d'électricité i" a été élevé du niveau V' f au 
niveau V' A ; il descend ensuite, comme sur un plan incliné, 
jusqu'au niveau Vs; là, au point de conuct m, il tombe du ni- 
Fie- Go - 



veau V» au niveau V„ cl revient, par un second plan incliné, 
au niveau primitif V'„; puis recommence indéfiniment le mémo 
mouvement. 

Nous avons vu [ n" 221 ) que le travail des forces élcciromo- 
liiccs entre deux surfaces de niveau, pendant l'uniié de temps, 
est égal au produit de l'intensité i du courant par la différence 
des valeurs du potentiel sur ces deux surfaces. Ce théorème est 
vrai dans tous les cas, et par conséquent pour deux surfaces 
de niveau comprenant une surface de contact et irès-rappro- 
cliées l'une de l'autre. D'après cela, dans le voisinage du con- 
tact ni', le travail des forées éieclromolrices est négatif et égal 
à f(V;— Vi) = — iH', Il faudra placer là un corps extérieur K, 
à la température qui fournisse, pendant chaque unité de 
temps, une quantité de chaleur équivalente Q,= AiH', Au 
contraire, dans le voisinage du contact m, les forces électro- 
motrices produisent un travail positif et égal à (( V» — V,) = i"H; 
elles développent donc en cet endroit une quantité de cha- 
leur Q, — A/H, qui sera absorbée par un corps extérieur K, à 
la température I, et placé en cet endroit. 11 se dégage en outre 
le long des conducteurs A et B des quantités de chaleur égales 
à Ai(V.-V;)ei Ai{V;-Vt). Ainsi il entre dans le circuit 
une quantité de chaleur Q! par In soudure m', el il en son une 



DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE VI. 

quantité Q, par ln soudure m ; la différence Q, — Q, est trans- 
formée en un travail électrique, qui lui-même se change en 
chaleur se dégageant le long de l'arc conducteur. Il est évi- 
dent que la quantité Q, — Q. est égale à relie qui se dégage 
sur les conducteurs. 

228. M. Clausius a assimilé cet appareil à une machine à 
vapeur dans laquelle K, serait le foyer, ou la source de chaleur, 
et K, le condenseur ou le réfrigérant, et il lui a appliqué par 
analogie le théorème de Carnot. Si l'on appelle T et T Ips 
températures absolues des soudures m et m', on a 

Q.-Q. T'-T 
y, "" T ' 

ou bien 

H' — H _ T-T 
B ~ T 

Supposons que les températures des deux soudures diffèrent 
infiniment peu l'une de l'autre, cl soient 

T' = T + </T, 
H' = H-t-<fH, 

on déduit de l'équation précédente 

rfH _ rfT 
H — T ' 
logH — log/iï, 

II = 7! T. 

le coefficient n étant un nombre constant pour doux métaux 
donnes. La différence de niveau électrique qui s'éiahlit au 
contact de deux métaux serait dune proportionnelle à la tem- 
pérature absolue du contact. 
On en déduit encore 

H'-H = »{T — T), 
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._ n(T'-T) 

,_ 1 

L'intensité du courant serait proportionnelle à la (lifférenrt! 
de température des soudures. Cette lot se vérifie en effet, dans 
la plupart des cas, pour des différences de température d'en- 
viron 5o degrés, ei quelquefois entre des limites beaucoup 
plus étendues; mais elle n'est pus absolue. 

Une expérience bien connue paraît même infirmer com- 
plètement ces résultais. Quand on chauffe une soudure de 
suivre et de fer, le courant traverse la soudure en allant du 
cuivre au fer, et l'intensité du courant augmente d'abord à 
mesure que la température s'élève, puis elle altcint un maxi- 
muni, diminue ensuite et devient nulle quand la différence de 
température des soudures est d'environ 3oo degrés; si l'on 
continue de chauffer, il se produit un courant en sens con- 
Irairo. Pour expliquer celte anomalie, M. Clausius admet que 
deux parties d'un même métal qui sont à des températures 
très-différentes présentent une différence dans leur constitu- 
tion physique, et peuvent se comporter comme deux métaux 

•IiH.tp iiK. il pr.i'Jinraii iin-.i <Jan« l'air ■ uiw- . Lui 

l'arc de fer, des différences de niveau capables de modifier et 
mémo de changer le sens du courant. 

229. Considérons maintenant un circuit formé d'un nombre 
quelconque de métaux A, B, . .., G, soudés en m,, m, et sup- 
posons que le courant marche dans le sens indiqué parla flèche 
ifig. 61 !. Si nous désignons par V. et V,', les valeurs du potentiel 
sur le métal A aux points m, et m„ par V ( et VJ les valeurs du 
potentiel sur le métal B en m, cl m,, et ainsi de suite, et si 
nous appelons, comme précédemment, ),, h,. . . , i, les résis- 
tances des différents métaux et l la résistance totale, nous 
aurons 

■ „ V - - V « _ V '~ V * _ _ V '~ V - 

, _ ^ ç - 

18. 
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d'où, en combinant par addition eus rapports égaux. 

. _ l v 4 - v; ) -f- ; v, - v; ) -t- . . . + ( v. - v; ) 



Il 



Si l'on pose 

h., = v t - v; , ht, = 

celle équation devient 

. _. H., -4-JV+. 



ou, plus simplement, 

la) i = t- 



Les différences H de niveau électrique aux soudures sont 
positives ou négatives; lorsque leur somme algébrique est 
positive, le courant marclie dans le sens indiqué par la décile ; 
lorsque leur somme est négative, le courant marche en sens 
contraire. 

l.a somme algébrique des quantités de < ■liaknir absorbées on 
dégagoos aux surfaces du contact des métaux est 

q = ài2b=axi'; 

elle est égale à la quantité qui se dégage le long du circuit 
<n° 222). 

L'expérience apprend que, lorsque touies les soudures sont 
à la même température, il ne su produit pas de courant; on a 
donc, dans ce cas, 2.H = o, et, par suite, Q = o. 
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expérience mt pkltim. 

230. Considérons un arc coiidiiclcur for nu: <1i: deux métaux 
A et B en contact au point m (jig. Gi) ; on fait traverser ce con- 
nu, te. 



r un courant produit par une rause quelconque, 
t V, les valeurs du potentiel aux deux extrémités 
et Vj les valeurs sur les deux métaux au contarl, 



_ ( V.-V,l+(Y,-V.) 



Lorsque la différence de niveau V t — V. est négative, comme 
dans la fg. 63, il y a au contact chute électrique, par suite 



production d'un travail positif, ou d'une quantité de chaleur 
A.-(V.-V,). 

Si un réfrigérant extérieur n'enlève pas celle chaleur il cha- 
que instant, la soudure s'échauffe; c'esl un phénomène qui a 
élé observé depuis longtemps. 

Au contraire, lorsque la différence V#— Y, est positive, 



27** DEUXIÈME PAHTIE* — CHAPITRE II. 

comme dans la fig. 6j, l'élévation du poids électrique i du 
niveau V, au niveau Vs exige la consommation d'une-quamité 
de chaleur Ai{Vi — V 0 ). Si la soudure n'est pas en commu- 
nication avec une source qui la lui fournisse constamment, la 
chaleur sera empruntée au conducteur lui-même, et il se pro- 
nuira au point de contact un abaissement de température. 
Tel est le phénomène observé par l'ellier, et qui était resté 
longtemps sans explication. 

231. Considérons, plus généralement, tin arc conducteur 
formé de plusieurs métaux A, B, C,. . ., G, qui se louchent en m,, 
m„. . .(Jig.GS); un fait passera travers ce conducteur un coti- 
Fi c . 65. 




rani électrique produit par une cause quelconque. Appelons 
V, et V, les valeurs du potentiel aux deux extrémités de l'arc, 
la valeur du potentiel sur le métal A au contact m, , Vt et 
Vj les valeurs du potentiel sur le métal li en /«, et ffi„ et ainsi 
de suite; nous aurons 

. _ v, — v; _ v* - v; : _ y,— y ; 
a. ""li - *T" 

et, par suite, 

(4] . = (V,-V,) + H.,+ H^ + .-.iy 

Pour tenir compte de tous les contacts qui existent dans un 
circuit fermé, il faut supposer que le dernier métal G est le 
même que le premier A. En un point 0 est placée une source 
d'électricité, par exemple une pile, qui produit en ce point 
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une différence V, — V, dans le potentiel. La formule (4] de- 

._ [V L - V ,) + H. t + H ic + -.. +H f, 

ou, plus simplement, 

,5, ,. = <V,-T.)-HH i 

Ceci suppose que l'on peut négliger la résislauce rie la pile. 

Nous avons dit (n n 2ii!l) que, lorsque, dans un circuit fermé, 
tous les contacts sont à la même température, on a 211 = o; 
la somme algébrique des quantités de chaleur absorbées par 
les soudures est nulle, el l'intensité du courant est la même 
que s'il n'y avait pas de contact. 
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CHAPITRE VIL 

PHÉNOMÈNES fXECTROCHIMIQUES. 

O.nsidiiraliuns bur In nnirr >I»e arliont chlmlqoH. — Électroljln «t élMIro- 
lywuri. — h-iiiiMli-Nli i-liTliwhiiiiii|Lira. — Thëorir de la [illr. 



MESURE DES ACTIONS CHIMIQUES. 

Les phénomènes chimiques si ml toujours accompa- 
gnés de dégagement ou d'absorption de chaleur, el le plus 
souvent de courants électriques ; ces différents effets sont dus 
au travail des forces moléculaires, ou des affinités chimiques. 

Considérons un mélange de plusieurs éléments, cl suppo- 
sons d'abord qu'il ne soit soumis à aucune action extérieure. 
Sous l'influence de leurs actions mutuelles, ces éléments peu- 
vent se grouper de différentes manières el prendre plusieurs 
étals d'équilibre stable, auxquels correspondent différentes 
valeurs minima de l'énergie potentielle. Le jeu naturel des 
forces intérieures est de produire un travail positif; par con- 
séquent, quand le système passe d'un élai d'équilibre à un 
autre, il y a iimjours diminution de l'énergie potentielle, el, 
si on laisse le système revenir à la même température, il y a 
déguisement d'uni* quantité de chaleur équivalente au travail 
des forces intérieures, ou a la diminution de l'énergie poten- 
tielle. Au contraire, pour faire revenir le système du second 
état au premier, il faut lui fournir une quantité de chaleur 
équivali-nli* a l'augmeination d'énergie potentielle. Il résullr- 
de la que l'on peut adopter comme mesure île l'action chi- 
mique la quantité ir énergie rjlorilïqiic cli gagéi 1 ou absorbée 
pendant la transformation. 

Parmi les différents étais d'équilibre, il en est un particuliè- 
rement remarquable : c'est celui pour lequel l'énergie poten- 
tielle est nulle; c'est l'étal le plus stable; si le système y 
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arrivait, il ne pourrait plus éprouver aucune transformation 
par le jeu seul des forces intérieures; pour le tirer de cet étal, 
il faudrait lui communiquer «ne certaine quantité d'énergie 
calorifique. 

Les phénomènes sont plus complexes lorsque le système 
est soumis à des forces extérieures, par exemple à une pres- 
sion uniforme, ce qui est le cas ordinaire. Les différents étals 
d'équilibre que peut prendre le système dépendent de cette 
pression. Si, après une transformation, c'est-à-dire après le 
passage d'un étal d'équilibre à un autre, on laisse le système 
revenir à la même température, la variation d'énergie poten- 
tielle est égale à 1a quantité d'énergie caloiilîque absorbée ou 
dégagée par le sjslème, plus le travail qui correspond à la 
pression extérieure. 

Les combinaisons chimiques sont accompagnées ordinaire- 
ment d'un dégagement de chaleur el d'une diminution de 
volume. Il y a alors une diminution d'énergie potentielle égale, 
à l'excès de l'énergie calorifique dégagée sur le travail de la 
pression. 

Les décompositions s'effectuent ordiiKiin'inenl ;i l'aide d'une 
absorption de chaleur, et il se produit en même temps une 
augmentation de volume. 11 y a alors une augmentation d'é- 
nergie potentielle égale à l'excès de l'énergie calorifique ab- 
sorbée sur le travail extérieur accompli par le corps pendant 
sa dilatation. Toutefois il y a des combinaisons qui sont ac- 
compagnées d'une absorption de chaleur, et des décomposi- 
tions qui s'effectuent avec dégagement de chaleur. 

EIECTROLYTBS IT £ LVCXRO LYS Fl' RS . — ÈOI.' I VALETS ÊLtCTROClUMIOliïS. 

233. La considération des qoanlités de chaleur dégagées ou 
absorbées dans les opérations chimiques, el dans les couranls 
électriques, va nous permettre d'établir un lien, et comme une 
commune mesure, entre ces deux catégories de phénomènes. 
Supposons qu'un liquide, renfermant en dissolution un corps 
composé, soit traversé par un coorant électrique constant; 
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sons l'influence du courant, le composé est détruit, [es élé- 
ments sont transportés en sens opposés, et cette décomposi- 
tion absorbe une certaine quaiuité de chaleur, qui est fournie 
par le courant, c'esl-à-dire qui est produite par le travail des 
forces électriques. Si donc on appelle Q la quantité de cha- 
leur absorbée par l'opération chimique, pendant l'unité de 
temps, et 11 l'abaissement du potentiel ou du niveau élec- 
trique, à l'endroit où elle s'accomplit, le travail des forces 
électromolriccs étant Hi, on aura l'équation 

('! BQ="H(, 

E désignant l'équivalent mécanique de la chaleur. 

Inversement, si deux corps susceptibles de se eomhiner 
sont placés dans un liquide traversé par un courant, la com- 
binaison s'opère, et elle dégage une certaine quantité de cha- 
leur qui produit une élévation du niveau électrique, à l'endroit 
où se fait la combinaison. La quantité de chaleur 0 déija^V 
par l'opération chimique pendant l'unité de temps, et l'éléva- 
tion II du potentiel, sont encore liées par la relation EQ = II/. 

lion, en regardant l'action chimique comme positive ou néga- 
tive, suivant qu'elle dégage ou absorbe de la chaleur, cl la 
variation du potentiel dans le sens du courant comme posi- 
tive ou négative, suivant qu'il y a élévation ou abaissement. 

23i. PiiEMiÈKE lui EKPÊftmENTALK. — Pour des corps donnés, 
les poids décomposés on combinés dans le même temps sont 
proportionnels à l'intensité, dit courant. La quantité de cha- 
leur absorbée ou dégagée est évidemment proportionnelle au 
poids décomposé ou combiné. D'après la loi précédente, elle 
est donc proportionnelle a l'intensité t du courant; mais cette 
quantité est égale à AH/ pendant l'unité de temps: on en 
conclut que la différence de niveau H est une constante pour 
chaque système de corps mis en présence. Ainsi l'cleclrolyte 
ou l'électrolyseur se comportent comme le contact de deux 
métaux différents; ils produisent, à une température et à une 
pression données, une variation déterminée H dans le pût en- 



tiet. Il est probable que cette différence II varie avec ia tem- 
pérature, comme cela a lieu pour le contact (le deux métaux, 
et qu'elle varie aussi avec la pression extérieure. 

235. Deuxième ioi expérimentale* — En plaçant sur le trajet 
d'un même courant, à la suite l'un de l'autre, des appareils 
renfermant des combinaisons ilifféivnii's, Faraday a reconnu 
que les poids décomposés sont proportionnels à leurs équiva- 
lents chimiques. En ce qui concerne les sels, si un équivalent 
d'acide est isole dans un électrolyte, un équivalent d'acide sera 
aussi isolé dans le second; il convient donc, à ce point de vue, 
de représenter les sels par des formules renfermant, non pas 

de l'acide ou du métalloïde qui joue le rôle d'acide. La loi de 
Faraday s'accorde, en général, avec les équivalents chimiques 
ordinaires; mais, pour certains corps, il est nécessaire de dou- 
bler ou de diviser par ? l'équivalent chimique. 

La même loi se vérifie dans les élecirolyscurs, c'est-à-dire 
pour les corps qui su combinent sur le passage d'un courant 
électrique. 

En généralisant cette loi de Faraday, on peut définir les 
équivalents électrochimiques de tous les corps : ce sont les 
poids de ces corps qui se combinent ou se dissocient, pendant 
l'unité de temps, sur le trajet d'un courant dont l'intensité est 
égale à l'unité. 

THEORIE OU 1.1 PILE. 

236. Considérons un élément de pile alimenté par la disso- 
lution du zinc dans un liquide quelconque. Appelons q la 
quantité de rhaleur produite par la dissolution d'un kilo- 
gramme de zinc dans le liquide, et a l'équivalent électrochi- 
mique du zinc, c'est-à-dire le poids du zinc qui se dissout 
pendant l'unité de temps sur le trajet d'un courant dont l'in- 
tensité est égale à l'unité. Lorsque l'intensité du courant est i, 
le poids de zinc dissous estai, et l'action chimique corres- 
pondante Eç«i. Si la pile est formée de n éléments placés les 
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uns il la suite des autres, el par conséquent traversés par le 

même, courant, l'action chimique est nt.aqi. 

Supposons les deux pôles de la pile réunis par un fil con- 
ducteur homogène et à la même température dans toute sa 
longueur; appelons ).' la résistance du lil el î" celle de chacun 
des éléments de la pile; la résistance totale du circuit sera 
1 = X' + ni". En égalant l'arikui cli unique do la pile à la quan- 
tité d'énergie calorifique qui se dégage dans le circuit fermé, 
on a l'équation 

(2) naEqi = ïi>, 

d'où l'on déduit 



OU 




Remarquons que l'intensité du courant n'augmente pas au 
delà de toute limite, quand on augmente indéfiniment le nom- 
bre, des éléments de la pile; elle tend vers une limite finie 




Lorsque le nombre des éléments n'est pas trop grand et que 
la résistance nT de la pile est très-petite par rapport il celle 
du fil, on a approximativement 



l'intensité est à peu- près proportionnelle au nombre des élé- 
ments. 

237. Nous pouvons suivre aisément les variations du poten- 
tiel dans cet appareil. Supposons, pour simplifier, que l'action 
chimique de chaque élément de la pile se manifeste sur une 
île ses faces, par exemple sur la première face, dans le sens du 
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conranl(_/îg".6(3]; elle produira en ce puint mie l'Iévaiion de ni- 
veau h qui sera donnée par l'équation Eqai~lii, d'où h = aEq; 



Fig.66. 




mais, on traversa ni l'épaisseur ilu liquide qui remplit le vase, 
le courant éprouve ensuite une perle de niveau égale à 
de sorte que l'élévation provenant du premier élément sera 
égale seulement à la différence nEg — Vt. L'élévation prove- 
nant de la pile entière sera naEq~ nVi. Si donc on désigne 
par V, h valeur du potentiel au pôle positif de la pile, et par 
V, sa valeur au pôle négatif, on aura 

V,-V, = naV 9 -nyi. 

Le potentiel diminue ensuite le long du fil, depuis le pôle 
positif jusqu'au pôle négatif. L'élévation >uiF.q produite par 
les actions chimiques est ce que les physiciens appellent la 
force électromotrice de la pile. En égalant celle quantité à la 
perte de niveau duo à la résistance de tout le circuit, on a 

naEq = -ki=iV + ni')i, 

et l'on retrouve ainsi l'équation (3). 

238. Supposons maintenant qu'on place un éleelrolyte sur 
le trajet du conducteur. Soit a' l'équivalent électroehimique 
du composé dissous et q' la quantité de chaleur nécessaire 
pour décomposer i kilogramme de ce corps; le poids décom- 
posé pendant l'unité de temps est a' i, et la chaleur absurhée 
a'q'i. L'action chimique de la pile étant égale ici à l'énergie 
calorifique qui se dégage dans le circuit fermé, plus celle qui 
a servi à décomposer l'éleciroljie, on a l'équation 



naEqi — U' + a'Eq'i, 
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où ). désigne la résignée de lout le circuit, y compris l'élec- 

trolyte. On en déduit 

,6) . _ E{naq — a'q 'J 

Nous remarquons d'abord que la présence de l'élecirolyte 
diminue l'intensité du courant ; elle produit à cet endroit un 
ahaisscmenl du niveau électrique, fions voyous ensuite que. 

soit remplie, c'est-à-dire que l'action chimique de la pile soit 
plus fraude que celle de lVli'ctruKtu : c'est ce que l'evpé- 

pile, on peut toujours HTcclurr lu décomposition. 

23!). Si l'on place dans le circuit plusieurs électrolytos , 
qu'on appelle a, a",... leurs équivalents électroehimiques, et 
q', g", . . . les quantités de chaleur nécessaires pour la décom- 
position de i kilogramme de ces différents corps, on aura de 
même 

mtEgi — ),<*' -+- a'Eq' i' + a"E</"i + 
d'où l'on déduit 

. _ E_[h«<7_— {ajf + «"</" + .-. )] 

La résistance totale ï, du circuil comprend la résistance de la 
pile, celle du fil conducteur, plus les résistances ?.,, }.,,... des 
différents électrolyles, 

Pour que le courant existe, il faut encore que l'on ail 

f»«g> «Y + + 

c'est-à-dire que l'action chimique de la pile soit plus grande 
que la somme des actions chimiques des électrolyles. 
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CHAPITRE Vffl. 

ÉLF.CTROnVNAMIOUE. 

Préliminaires. — Rimener le' deui fontltani inconnu.™ 1 un» mita. — Action 
d'un courant fermé sur un élément de courant. — Action d'un courant Olé- 



P H ÉLIMINA IRES. 

240. Rappelons d'abord lt.'s principe:! sur lesquels repose la 
théorie tics phénomènes électroil ynamiques. Ampère, qui a 
construit celle théorie, a admis que l'action de deux courants 
linéaires a lieu clément p:ir élément, et que l'action mutuelle 
île deux éléments de courants csl une force attractive ou ré- 
pulsive, dirigée suivant la droite qui lesjoint, proportionnelle 
an produit des longueurs des éléments, nu produit des inten- 
sités des courants, et fonction de leur distance. C'est là l'hypo- 
thèse fondamentale de la théorie. Il a fait usage ensuite des 
doux principes suivanis. établis par l'expérience : 

1° L'expérience apprend que, quand on change le sens de 
l'un des courants, la force change de signe, c'est-à-dire d'al- 

2" L'expérience apprend aussi que l'iiciinn d'un courant 
fermé, compose d'une partie rcctilignc et d'une partie si- 
nneuse de mémo ordre de grandeur et qui s'en écarte très- 
peu, sur un courant extérieur, est très-petite par rapport à 
celle de la partie rectiligne. 11 en résulte que l'on peut rem- 
placer un élément de courant par ses projections sur trois 
axes quelconques. 

241. Nous aurons recours, en outre, à la loi théorique de 
la symétrie. 11 est clair que l'action mutuelle de deux éléments 
de courant dépend de leur position relative. D'après cela, si 



nulle ; 2" ce même élément a'b' étant silué dans le plan per- 
pendiculaire à c"' il" en son milieu, l'action mutuelle îles é 1 1 ■ - 
menis a'b', v" d- est nulle; 3" l'élément c d' étant situé dans 
le plan perpendiculaire à a" b" en sou milieu, l'action mutuelle 
des éléments a" h", c' il' est nulle ; 4" rélénii'iil i"' il"' élaiil si lui' 
dans ce même plan, l'action mutuelle des éléments n"b", c" il" 
est nulle. Il reste donc à trouver l'action des deux éléments 
a'b', &d' situés sur la même droite et celle des deux éléments 
parallèles a'b", ifd". 

'213. Désignant par ils et ils' les longueurs de deux éléments 
de courants, par i cl ï les intensités, et par r la distance, nous 
représenterons par 

iï<lsds'F{r>, 
îi'ilstfs'f{r). 

l'action mutuelle de ces deux éléments, placés sur la même 
droite, ou parallèles entre eux, les fonctions F (r) el/(r) étant 
positives ou négatives, suivant que les forces sont attractives 
ou répulsives. 

Les éléments ab cl cd, dont les longueurs sont dt et ds' et 
les intensités j" et i', ayant une position quelconque, appelons 
6 et 6' les angles que font, avec une même direction de la 
droite mn qui joint leurs milieux, les directions des courants 
sur ces deux éléments, o l'angle dièdre des deux plans bmn, 
dnm, el r la distance mn; les quatre quantités r, 0, 0', 9 dé- 
liassent la position relative des deux éléments, et l'on a 

ti V=dt cosfl, a"6"=rfjsin9, 

c'<f=A'cosfl r , t?d"=diB\nffcvsy, c"</"=di'ainS , sinç. 

L'action mutuelle des deux éléments a'b', c'd', situés sur la 
même droite mn, sera représentée par 

i'i'rfsrfî'F(r)cosOcos<r, 

celle des deux éléments |iarallèles a'b", i:"d" par 

i'i'rfjrfj'/(r)sinSsin9' coso. 

■9 
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disiance r des deux points M et N est une fonction des deux 
variables indépendantes * el s', et l'on a 

(3) cos0 = ^> 

(4) 

D'autre pari, la projection NA de la droite NM sur ia tangente 
en N a pour valeur 

NAz=rcosO'. 

Si l'on fait varier s, laissant s' constante, le point SI vient en M', 
et la projection NA' de la droite NM' devient 



Mais, la longueur A A' étant la projet lion de l'élément MM' <U 
. sur la tangente en N, on a aussi 1 

AA' — rficose: 

il en résulte 

m «..= J| -f^'- 

Si l'on remplace cosû' par sa valeur (4), il vient 



(6] cos £ = -^ 



Sri*' 



EUMK.SEH LES DEUX FONCTIONS INCONNUES A UNE SEULE. 

. 245. L'expression de ia force, qui s'exerce entre deux élé- 
ments do courant, renferme deux fonctions inconnues !"(/■) et 
' f[r). Pour déterminer ces deux fondions, on se sert de deux 
cas d'équilibre observés expérimentalement. Alin de simpli- 



xtp DBtJXftMR PARTI! ■ — chapitre vin. 

fier le calcul. Ampère; admettait que les deux fonctions sont 
de la forme ~* * : mais nous traiterons la question d'une ma- 
nière générale on suivant une méthode ingénieuse, due à 
Manchet et enseignée par lui à l'École Normale ("). 

Le premier cas d'équilibre employé est celui-ci : un courant 
rectangulaire ABCD(yÏ£.Gt|), assujetti à tourner autour d'un di- 
ses côtés AD, reste en équilibre, sous l'Influence d'un courant 
circulaire qui a son centre 0 sur l'axe de rotation, et dont 1c 
plan est perpendiculaire à cet axe. 

Soient G H la trace du plan du rectangle sur le plan du cer- 
cle, M et N les milieux de deux éléments ds et ds' des deux 
courants; appelons ti le rayon du cercle, q l'angle GON, u la 

F1 E - 6g. 




dislance du point M à l'axe; menons du point N une perpen- 
diculaire NE sur le diamètre GH. cl joignons ME. La force V 
exercée par l'élément ds' sur l'élément ds est dirigée suivant 
MN, si elle est attractive; décomposons-la en deux, l'une sui- 
vant ME, l'autre perpendiculaire à ME, et par conséquent 
parallèle à EN; celle dernière composante a pour valeur 

FcosMNE = F ~ = F S^lî, 



(*) Jnnnle- iamtifiqnn de l Écolr Xomnlr mpèrirurt, t. 11. 
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pi In momeni de la force F par rapport à l'axe de rotation est 



l-i condition d'équilibre est que la somme des moments de 
toutes les forces qui agissent sur le courant recta ngu la ire soit 
nulle, c'est-à-dire 



11 L 



240. En projetant sur la tangente au cercle en N le contour 
fermé NMAON, on a 



puisque l'angle q est indépendant de s cl la distance n indé- 
pendante de s', l'équation (5) devient 

Mnsino) du . 

oo».= — ,7* — a»* 

et l'expression (a) de la force F se met sous la forme 

On a d'ailleurs (/j r ~ adq ; l'équation d'équilibre est donc 

.i et q étant prises pour variables indépendantes, et la double 
intégration s'é tendant, d'une part, au périmètre du rectangle, 
d'autre part, à la circonférence entière. 11 est évident que le 
coté DA du rectangle ne donne rien dans le résultat. 
Considérons d'abord la première partie 

ffsp g =/„,„„ jm ,. % m 

la longueur s est comptée sur le rectangle, à partir du point A, 
en marchant dans le sens du courant; le long de BC, on a 



appelle rel r' les distances NM, KM' du. point N à deux élé- 
ments ayant leurs milieux M ei M' sur une parallèle à AD, el 
si l'on désigne part la longueur du côté AH, on aura 

el, par suite, lu première partie devient 

247. Considérons maintenant la seconde partie 
une l'on éerira 
en posant, pour abréger, 
L'intégra il on par parties donne 

les deux limites coïncidai», le premier terme est nul; le se- 
cond, d'après ce que nous avons dit, se met sous la forme 

la seconde partie devient ainsi 
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et si l'on pose 

(9) £p-**ir) = x[r), 
l'équation d'équilibre se réduit à 

(10) f'sWqdqf [ x (r)- Z (r')]«rf«^o. 

On en conlut qui: In fonction ■/{ r) est une constante. En effet, 
ou a EH < EH', et, par suite, r < r'. Soit b < a; la plus petite 
valeur de r est BG, la plus grande valeur do r' esl CH. Suppo- 
sons que %{r) ne soit pas constante et croisse, par exemple, 
quand r croit de à r,; on construira le rectangle de manière 
que KG soit égale nu supérieure à r,, Cil égale ou inférieure 
à r,; de celle manière, on aura toujours 
r><r<r'<r„ 

et, par suite, 

Xf»X(r)i 

Ions les éléments de l'intégrale (10 } auraient des valeurs posi- 
tives, et leur somme ne pourrait cire nulle. 
La fonction ■/_[/■) étant une constante, on a 

*<')=•. 

et, par suite, en vertu des relations (8) et (9), 

-jî— .+>)=.. 

ou 

, f{r) 

r . F|f)-/ff) __ 
rfr r' 

On en déduit 

la première fonction inconnue se trouve ainsi déterminée à 
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l'aide de la seconde, et l'expression de la force élémentaire n 
contient plus qu'une fonction inconnue 

d îiû 



'[/W< 



Pour simnlilicr un peu l'écriiure, nous poserons 



(.3) 



M - 



l'expression précédente devient 
(>4) F=f«'<fcA'[r ? (r)co 9e + 



FERMÉ SIR UN ÉLEMEBT DE TOURANT. 

2W. Par le point 0 {Jig. ■30), milieu de l'élément rfs', menons 
trois HXes rectangulaires; appelons y, z les coordonnées du 



/ 

milieu M d'un élément i/j du courant fermé. Toutes les forces 
qui agissent sur l'élément ils', étant appliquées en sou mi- 
lieu (J, admettent une résultante appliquée en ce point; les 
projections X, Y, Z de cette résultante sur les axes des coor- 
rjf.nn-vs *»nl •!• I» i-.nu. 

X = ( V^J*[r ? (r}cos ( 4-^y(r)cosflcose']'d!r. 

Il n'y a ici qu'une variable indépendante, l'arc s du conduc- 
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leur fermé, compté il partir d'un point fixe arbitraire. Les re- 
lations (3) et (5) peuvent s'écrire 

. dr rf(roosfl') 

COS0 = — . COS£ = -. '■ 

lit ds 

Si l'on remplace cosO par sa valeur, l'expression précédente 
devient 

X — iV di y^*9(r)cosiiii + i j;rcos(i'i)>'(r)(/rJ. 

Considérons la seconde partie de l'intégrale; en intégrant 1 
])ar parties, on a 

y xreosS'<f'lr)dr=[xrco&9'<?{r)] 1 ,— j"<f{r)d[xrcosH'); 

le courant étant fermé, le premier terme est nul ; on a donc 

J xreosO'o'(r)dr = ~j" ç[ r)d[ xrrosQ'j 

~~J <?{r)[*d{rcosB') + reosffdx] 

~ — y* ? ( ( ^ cos £ rfs + i-co? V dx ). 

De celte manière, l'expression de X se réduit à 

\ = ^H'ds> f <f[r)lxcostd3- rcosffdx). 

249. Si l'on appelle a, b, c les cosinus des angles que fait 
l'élément ds' avec les axes îles coordonnées, on a, en projetant 
sur ils' la longue tir i ci l'élément ds, 

rrasû' — nx by+cz, 
rfjcose — rtdx + bdy + cdz; 

d'ofi 

j-costi/i — rr.osWdx — b{xdy — ydx) — c[idx — xdz ), 



ig8 
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t, par Buïie, 



X^b^ii'd/fttlrKxdx- ydx ) 
-v'-H'M J o{r){zdx-xdz). 



On aurait des expressions analogues pour V et Z. Un voit 
que ces quantités dépendent des trois intégra' 05 



Les trois inlcgraies(]5) dépendent dû la forme du courant 
fermé, et de sa position par rapport au milieu 0 de l'élément 
(/y 1 ; elles sont indépendantes de la direction de cet élément. 

25(1. Des formules (16) on déduit les relations 
aX+6Y + c7. = o, 
AX + BY-+-CZ = o. 

La première indique que la résultante est perpendiculaire ii 
l'élément ds", la seconde qu'elle est perpendiculaire à nue 
droite OG faisant avec les axes des angles dont les cosinus 
sont proportionnels' à A. B, C; cette seconde droite est Indé- 
pendante de la direction de l'élément ds' . Le plan mené par 




que nous désignons par A, B, C, et I*» 
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la droite OG cl l'élément ds' est le plan directeur d'Ampère ; 
la résultante esi perpendiculaire au plan directeur. 
On a d'ailleurs 

i/X'+ï' + Z 1 = ~ i ? ds' ^A'+B' + O— {ak+bB-t-cCf ; 
si donc on pose 

A> + B' + C = G-, 
ci si l'on appelle à l'angle de la droite OG avec l'élément ds', 
et H la résultante, on a 
(17] B = -iTrf*'Gsme. 

Portons sur la droite OG une longueur égale à G, et sur la 
direction de l'élément ds' une longueur égale à l'unité, la for- 
mule signifie (jue In résultante est proportionnelle à l'aire du 
parallélogramme construit sur ces deux droites; elle est nulle 
quand l'élément ds' coïncide avec la droite OG. Elle est d'ail- 
leurs, comme nous l'avons dit, perpendiculaire au plan du 
parallélogramme. 

ACTION d'un courant élémentaire suh un élément de courant. 

251. La recherche de l'action d'un courant fermé sur un 
élément de courant se ramène, comme nous l'avons vu, au 
calcul des trois intégrales { i5). Il est avantageux pour ce qui 
va suivre de transformer ces inté:a;ilf, simples en intégrales 
doubles. Imaginons une surface continue S limitée par le cou- 
rant fermé; projetons-la sur le plan des xy, et supposons que 
le point 0 soit situé en dehors de cette projection {fis-l 1 )- 

Soil P la projection d'un point quelconque M de cette sur- 
face; désignons par 11 le rajon vecteur OP cl par q l'angle .cOP. 
On sait que l'expression xdy~ydx représente le double de 
l'aire du triangle POP', et l'on a 

xdy — ydx ~ u'dq. 
Le courant marchant dan> le sens indiqué par la flèche, l'angle 1/ 
croit de q, a <j ; sur l'arc ABC, et décroît ensuite de q, à q. sur 
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l'arc HDA. En désignant par u, et n, les distances de l'origine 



- ~i, 



aux points P, et P„ où ia droite OP coupe la courbe, un pourra 
écrire 

C= ^ [uîf[r,}- «Î9(r,Jj dq. 
Maisuna *' 

«î ? [r,)-«: î {r l )= f"' *-"^ du, 

l'intégration étant prise par rapport à la variable u du point P, 
au point P,. La valeur de C devient ainsi 



il v a maintenant deux variables indépendantes u et q, et l'in- 
tégrale double s'f ; len<l à la partie du plan comprise dans la 
courbe ABCD. 

$r2. Pour évaluer celle intégrale, nous remarquons que 
'"T^ = ■"»[')+ «"f'C-l^i 

île la relation 

on déduit d'ailleurs 
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11 s'agit de trouver^-; pour avoir celle dérivée partielle, il 
faut laisser constante la variable q rt faire varier u, ce c)ui donne 

Rg. 7». 



deux points P ei I" sur un même rayon OPfjSg. 71); ces de in 
points sont les projections de deux points infiniment voisins 
M cl M' de la surface S; sait L le point 0(1 la droite MM' ren- 
contre l'axe Qz; on a 



Mais L est le point où le plan tancent à la surface en M ren- 
contre l'axe Os; soit 



l'équation de ce plan, a, £, y étant les cosinus (les angles 
que la normale à la surface au point M fait avec les axes, et /) 
la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan, distance 
positive ou négative, suivant que cette perpendiculaire a Ni 
même direction que la normale ou une direction Inverse. Nous 
aurons 




Su 
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Le produit udiiiiq représente un élément de l'aire plane 
limitée par la courbe AIICII dans le plan des jry ; cet clément 
est la projection d'un élément ilu de la surface S, cl l'on a 

ududg — ydt»; 
l'expression précédente devient ainsi 

( 20 ) c=2j[»?('-)+'-?'{'-)]y-^T'{'-)jrf"- 

Afin que df.i ait une valeur positive, la normale à la surface 
est menée dans une direction telle, qu'un observateur placé 
sur colle ^normale, les pieds contre la surface, voie le courant 
tourner de droite à gauche. 

Si l'on appelle C une valeur moyenne de la quantité entre 
piiivnlhoses, et '.i l'aire de la surface S, limitée, comme nous 
l'avons dit, au courant fermé, nous pourrons écrire C = C'a. 
Nous aurons de mèmt! A = A'w, B = If' ta. 

On appelle courant élémentaire un courant fermé infini- 
ment petit. On emploie surtout les dernières formules pour 
calculer l'action d'un courant élémentaire sur un élément de 

sensiblement égale à sa valeur en un point quelconque M de 
la surface infiniment petite On aura donc 

A'=[ 9 9(r, + r f '(r]«-^?'(r). 

B' = ( aç (r)+r 9 '(rj.p-^V r). 

C=E 2? (r)+r 9 '(rJ]y~^ ? '(r), 
et l'on connaîtra les trois intégrales A, B, C, 
(aa) A —. A' ht, B = U'<.,, C = C'ûi. 

ACTION n'n SOI.ÊSOÏDE SUR DK ÊLEHEM HE COUSANT. 

2!i3. Un solénoïde est formé de courants élémentaires égaux 
entre eux, normaux à une même courbe directrice, et infini- 



ÉLBCTRO DÎNAI 


JiQiiï. 3o3 


m cnl rapprochés les uns des au 


1res. L'action d'un courant 


fermé sur un élémenl se réduisa? 


il à une force appliquée au 


milieu de l'élément, i'aciion dus 


olénoTdc, qui csi composé 


de courants fermés, se réduit de i 


nême à une force appliquée 




s w l'aire d'une surface li- 


miléeà l'un des petits courants, e 


Ig la distance de deux cou- 


rants consécutifs; le nombre des 




ment du de la courbe directrice ! 


;cra —, et I'aciion du solé- 



noïde sur un élément de courant <ls' placé à l'origine des co- 
ordonnées aura pour l'une de ses composantes 



(33) X = '- Vêt ~ (bj'cdo - >:£ Wd^j, 

l'intégration s'étcndanl à toute la longueur de ta courbe direc- 
trice P, P, {fg. 73). D'après les conventions faites précédem - 

Flg. 7 3. 




/ 

• / '"' 

ment, celle courbe doit être parcourue dansltn sens tel, qu'un 
observateur placé sur une tangente AIT, les pieds eu M, la tête 
vers l'extrémité T, voie le petit courant tourner de droite à 
gauclic. Celte droite MT est normale à la petite surrace « que 
l'on peut supposer plane; x, y, s étant les coordonnées du 
point M, on a 



y = ^i, £ = cosMOL = cosEMT = ~, 
"u r du 



3o4 

jf"eJ.=^'j[» ? (r)4-iy(r)]A-»rtr)*|. 
En intégrant le dernier icrinc par parties, on a 

f% 9 '| r)rfr=[« ? (i-)]ï-J%(r)rfï, 
et, par suite, 

jT'cw» — |«?C0+ +<■«').*. 

un, plus simplement, 

(Ml j' C J, = -[,, MY ,4.f' 

FORMULE D'AHrfeRE. 

■25i. Nous avons ramené les deu\ fonctions inconnues à 
une seule, à l'aide d'un premier f:is d'équilibre; nous pouvons 
maintenant achever- la détermination de ces fonctions, à l'aide 
d'un second cas d'équilibre. On a reconnu par l'expérience 
que l'action d'un solénoïde fermé sur un élément de mu- 
rant, placé d'une manière quelconque, est nulle; les compo- 
santes X, Y, Z devant être nulles, quelle que soit la direc- 
tion de l'élément ds', c'est-à-dire quelles que soient a, b. c, 
on doit avoir séparément, d'après l'équation (s3 ). 

/*"'=•• !"■"='■ 

Mais, lorsque ie solénoïde est fermé, le premier lerme étant 
nul, l'équation (a4) se réduilà 
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KLEr:Tiii(i)VN»MiQii:. 
il posé, pour abréger. 



(*■)- 



Stipposuns la i'uuil»'iiin'i-|i ii <> |ilatiretsiluéi> diins le plan dus i : 
( fttf. 74); elle est pamitmie dans un sens déterminé qui! nuits 




indiquons par iliio llëclie. Deuv parallèles à l'axe Oj infini- 
ment voisines déterminent deu* arcs MN, M' N', pour lesquels 
les valeurs de dz sont égales et do signes contraires; si doue 
on appelle r et ;■' les distances OM et OM', on aura 

On en conclut que la fonction r.(r) csl une constante. 
Admettons en effet que celle quantité varie et augmente, par 
exemple, quand r croît do r, à n; on petit tracer la eourbe de 
manière qu'elle soit située à droite de Os, afin que r' soit 
plus grand que r, et de manière que le minimum (le r soit égal 
ou supérieur à et le maximum de r 1 égal ou inférieur à r,; 
on aura alors 

»-,<r<r'ir., 

et, par suite, 



Digitized by Google 



3o6 DEUXltMI PARTIE. — CHll'JTRE VIII. 

Char les termes de I " i ri t«- f;i-:il<- étant positif, il serait iin- 

[i»ssih!n que, la somme fût nulle On a donc 



En vortu de la définition de -( r), relie condition devient 
d.r'o(r)- - hr'dr, 

e\. par l'intégration, 

étant une nouvelle constante. Ou en déduit 

, , h k 
?(<*) 

maison a posé (n° 347 1 
il en résulte que 

/<-.- 

force éleclrodynamique deviendrait infinie à une distance 
infinie, ce '|ui est contraire à l'expérience. On a donc finale - 

et la formule (12) se réduit a 
[«) 

Telle est la formule fondamentale d'Ampère. L'expérience 
apprend que la constante k est positive. 
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suite du l'elktiodtnamiqde. 



CHAPITRE 1\. 

SUITE DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE. 

Poln d'un «olônoTilo. - Action d'un courant forma sur un Milonoldii. — Action 

Simplification du ta lunmil.' J'Ani»;-™. — 'frai ail .1rs li>rci-s ,-.|.- l; lr.iil>ii:i ■ 
miqOM en 1rs ilem courants fermé*. — Travail îles força élcctrodinimiquiv 

rÙLES d'un sOlénoïbe. 

-J.'jli. Maintenant i|nc nous connaissons la fonction /[ri, 
nous pouvons siinplilicr 1 es formulas relatives à l'action il'nn 

solénoîde sur un clément de courant. Puisque o(r) = ~, la 

formule ('iij) se réduit à son premier terme 

On y de même 

En substituant dans l'équation (a3j et posant 

( x= ; *^*(iîi^2s -ti^ai), 

( z = 1 (2£=»£ - S£=iïi) . 

JO. 



3«8 DBUXltlH tautce. — CBJLrlTBK IX. 

■ On voii par là que la force exercée par un solénoïde sur un 
élément (ic courant, cl qui est appliquée an milieu 0 de l'élé- 
ment, ne dépend que de la position des extrémités I'„ P, rte 
la courhe directrice (Jig- 7*î). et nullement de la forme de cette 
courbe; c'est pourquoi Ampère a donné à ces extrémités le nom 

Fi B - 7&- 

\ ! / 

• ; 

/ 

de pôles du solénoïde. Ou |ieul regarder celle force rumine la 
résultante de deux lin-ces appliquées limles deux en H : l'une V„ 
ayant pour composâmes 

et se rapportant au pôle P,; l'autre Fi, ajanl pour composantes 
cl se rapportant ou pôle P,. 
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■257. Des formules ('a; ), on déduit 

r,X,+*T. + *.Z. = »l 

d'où l'on conclu! que In force F, est perpendiculaire un plan 
qui passu ]iar l'élément i/s' el la droite OP,. On a d'ailleurs 



5, désignant l'angle que fuit l'élément ils avec la droite 01',. 
Ainsi la force K, varie en raison inverse du carré de la distance 
du milieu 0 de l'élément au pôle P,. 11 reste à trouver le sens 
de la force. Pour cela, bisons coïncider l'axe des : avec l'élé- 
ment de courant, cl passer le plan y par le pôle P,; nous 
aurons 

« = A^o, c=l, *, = o, Y,=Z, = o, X,=:-^/rui'</i'^. 

Un observateur placé sur Oz, c'est-à-dire sur l'élément de cou- 
rant, de manière que le courant entre par ses pieds et sorte 
par sa léte, el regardant le .pille P,, verra la force F, à sa 
gauche. 

De même, la force F, est perpendiculaire au plan qui passe 
par l'élément de courant ds' et la droite 0P ; , et égale à 

_ i , .... siniî, 
F, = - hy.i'tlt' —^7-' 

ô, liésignanl l'angle de ds" avec 0P„ Un observateur, placé 
comme précédemment, el regardant le pôle P-, verra celte 
force à sa droite. 

Ainsi, quand on aura à considérer l'action d'un solénoîde 
sur un élément de courant, on réduira le solénoîde à ses deux 
pôles P, et P„ et on déterminera, comme nous l'avons expli- 
qué, les forces F, et F„ appliquées toutes deux au milieu 0 



3io DBuxib» pautiï. — chantre ix< 

de l'élément; puis on prendra leur résultante R. Pour abréger 
le discours, on (lit que ces forées F, et F, sont les actions îles 
polos eux-mêmes sur l'élément de courant ; la ronflante :i esl 
l'intensité de chaque pôle. 

258. Nous avons trouvé l'action d'un solénoïde sur un élé- 
ment de courant; il est évident que l'action de 1*1*1 (Mu eut sur 
le soléiioulc s,e réduit à une furce égale el opposée — H, ap- 
pliquée aussi au point Û. On l'ohlienl en prenant la résultante 
des forces — F, et — F„ et l'on dit que ces deux forces sont 
les actions de l'élément de courant sur les deux pôles. Ainsi, 
l'action d'un élément de courant sur un pôle P, est une force 
appliquée au milieu de l'élément, perpendiculaire au plan qui 
passe par l'élément el le pôle, et dirigée vers la droite d'un 
observateur plaré sur le courant ci regardant le pôle 1',. L'ac- 
tion de l'élément de courant sur le. pôle 1', esl dirigée au con- 
traire vers la gauche. Le pôle P, est mi pôle boréal, le pôle P. 
un pôle austral. Les formules {-j6] et [?.- ), changées de signe, 
donnent les composantes de ces forces, l'origine étant placée 
au milieu de l'élément. 



ACTIOM D'UN COUH.IKT FEHBt SUR UN SOLÉNOÏDE. 

259. Considérons l'action d'un courant fermé sur un pôle 
horéal P, d'un solénoïde. Les a\es des coordo 'es étant pla- 
cés d'une manière quelconque, appelons x,, y,, z, les coor- 
données du pôle P., x' ,y', s' celles du milieu d'un élément >h' 
du courant; l'action de col élément sur le pôle P, se réduit à 
une force appliquée an milieu de l'élément, el dont les com- 
posantes, en vertu des équations ( 26), ont des expressions de 
la forme 

x,=-^fr,.w i| ' , -'''-'" r '- r,) - 



Si l'on place l'origine des coordonnées au pôle, ces exprès- 



si i 1 1 : m: i.'ii n îr.iiiiiVDM'.n i.. 



3l 



sions se simplifient 



deviennent 



X, 




Y, 





Z, 



Nous allons démontrer d'abord que toutes les fortes appli- 
quées aux milieux di s dilïrirtu-. éléments du conducteur fermé 
admettent une résultante passant par le point P,. 11 suflit qui; 
la somme des moments de toutes ecs forées par rapport à 
chacun des trois a\cs soit nulle. Nous remarquons que les 
cosinus «, b, c des angles que l'ail l'élément ds' avec les «Jtes 

. dx' dr' ds' , . 
sont égaux respectivement a : -^-j- y - - La somme des 

moments par rapport à l'axe des : est 



Lorsque le conducteur est fermé, celle somme est nulle. 

iGO. Calculons maintenant relie résultante. Ses projectiles 
sur les trois axes des coordonnées sont 



2>'Y,-.v'X, 





Çx{x'dz'-z'dx-) + y'[y'dz' -z'dy) 
Ç r'dz' — z' [x'dx' ■+• y'dy' -t- z'dz') 




3ta DKl'ÏIftHE P1BTIK. — CIUMTBE IX. 

Ces intégrales oui la même forme, au signe près, que les 
intégrales A^li.Cqui nous ont servi ii trouver l'action d'un 
courant fermé sur un élément de courant ( n° 24i>) ; il suflii de 
' remplacer dans ces dernières œ(r) par sa valeur y t - 

.Nous pouvons aussi transformer ces intégrales simples en 
intégrales doubles. Imaginons une surface limitée au courant 
fermé; appelons xf, y', z' les coordonnées d'un point quel- 
conque de celle surface, a, (3, ■/ les cosinus des angles que fait 
la normale à la surlace en ce point avec les axes des coordon- 
nées, la normale étant menée dans une direction telle, qu'un 
observateur placé sur cette normale, les pieds sur la surrace, 

la surface; nous aurons alors, en appliquant la formule ( aoj 
du n'252, et changeant les signes, 



=>'2(?- ! £)'<"'. 
*"ï*<*2(J- ! £)*'- 



Ainsi l'action d'ùn courant fermé sur un pôle boréal I 1 , d'un 
solétioidc se réduit à une force appliquée au point l 1 ,, et dont 
les composantes sont exprimées par les formules ( 21)) ou (3o). 
L'action du courant sur le pûle auslral P, se réduit de même 
;i une force appliquée en P„ et pour avoir ses composantes, 
il suflit de changer le signe de u dans les formules précé- 
dentes, l'origine étant supposée placée en P„ Cela signilie en 
réalité que l'action d'un courant fermé sur un solénoîde se 
compose de deux forces appliquées, l'une an pôle P,, l'autre 
au pôle P.. 

Lorsque le courant fermé est infiniment petit, les for- 
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mu les (3o } deviennent 




ACTION d'|"N SII1.ËMIÏDI. SI II U\ Sr H.f 

261. Considérons un second suléuoïde V, F, {Jig- 'fi), fornuS 
de courants fermés infiniment petits d'aire m' el d'inlcnsilé i'; 



y. 



l'action de chacun île ces couranls fermés sur le pôle P, do pre- 

force appliquée en 1', et donnée par les formules (ïi), l'action 
du second solénoTtle sur ce nièuii' pôle se réiliiim missi à une 
ïonc h n ii nie appliquée en I', : ci un me il y a sur chaque ['dé- 
ment <li' de la courbe directrice P.F, un nombre de petits 

courants marques par —5-1 g"' étant la dislance de deux cou- 
rams cuusiVulils, les composantes de cette force seront de la 
forme 

Les lettres a, |3, y désignent ici les cosinus des angles que 
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I.i il la tiiisgi'iitc .'[ I:i en il il ii' ['', V avec les axes îles rniirdnnnéf*», 
cl p la perpendiculaire P, I-' abaissée il*- l'origine P, sur le plan 
'lu courant. Mais on a 

(In pose d'ailleurs 




u' élam l'intensilé (tu second solénoïde. 
I i i-i le [.n . m>- ■]. ni mu . 

D'après cela, l'action du second solénoïde sur le pôle boréal P, 
du premier esl une force appliquée en P, et ayant pour com- 
posantes 




•ïlil. On peut regarder celle force comme étant la résultante 
de deux forces appliquées eu Pi et avant pour composantes, 
Tune 

i /.W îî, i /ru;/ ^, i fr/ifi' ^ . 

La première, dont l'intensilé esl - ^ -est dirigée suivant la 
droite P, P 1 , (yîg-. 77 ); elle esl attractive el varie en raison inverse 
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Au carré de la distance P, P.. La seconde, dont l'intensité ( 



clic est répulsive et varie aussi en raison inverso du carré de 
la distance P,P',. 

fit- T.- 



Pour avoir l'action du second sulénoïdc sur le pôle austral P, 
du premier, il suffu-ii. dans les fnrimiles pré cède nies, de cllan- 

ectte action se composera donc de deux forces appliquées en 
P„ l'une répulsive suivant P, P*,, l'autre attractive suivant P, P,. 

Tout se passe comme si, les solénoîdcs étant réduits à 
leurs extrémités, c'est-à-dire à leurs pôles, ces pôles s'atti- 
raient ou se repoussaient proportionnellement au produit de 
leurs intensités et en raison inverse du carré de la distance. 
On dira que deux pôles de même nom se repoussent et que 
deux pôles de noms contraires s'attirent. 



263. L'analogie si frappante qui existe entre les propriétés 
des solénoîdcs et celles des aimants a conduit Ampère o pen- 
ser que les phénomènes magnétiques sont produits par des 
courants électriques. 11 aassiniilé lesaimantsàdes solénoïdes, 
et il a fait rentrer ainsi le magnétisme dans l'électricité. 

Hemarquonsque l'action d'un courant élémentaire est la même 
que celle d'un solénolde infiniment petit p, p, normal au plan 



3l6 DICXIÈM l'A H r I e:. - CHAPITM II. 

du couranl [fig. 78). En effet, soil/la longueur irès-petite p.p..; 
011 peul remplacer le couranl clénio maire proposé, dont l'in- 



tensité est i, par n courants élémentaires égaus entre eu* , 
d'intensité ' : disposés perpendiculairement à la droite p. p„ à 
la distance g= - les uns (les autres; ces n courants forment 
un solénoïde dont l'intensité esl p — Ainsi, dans les idées 
d'Ampère, une molécule magnétique est une molécule autour 
de laquelle circule un courant électrique élémentaire, et l'ai- 
manlaiion consiste dans la production ou simplement dans 
l'orientation de ces courants élémentaires. 

On peul, au contraire, substituer des aimants aux cou- 
rants, et remplacer ainsi les forces électriques par des forces 
s'exerçant entre des points détermines et variant suivant la loi 
de Newton. Considérons, en cfret, un couranl fermé quelcon- 
que, d'intensité i. Imaginons, comme nous l'avons fait précé- 
demment, une surface limitée au rouranlf^. 79); décomposons 

Fie. 70' 

.S' I] 'M 

celte surface en plusieurs parties, et supposons que le conlour 
de chaque partie soit parcouru par un courant d'intensité 1, dans 
un sens tel, qu'un observateur voie tous les courants tourner 
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dans le même sens. Chaque ligne intérieure appartient il deux 
contours eonligus et est parcourue en sens contraires par 1rs 
courants relatifs à ces deux contours. Il en résulte que les ac- 

llfll*. (If (■•Ut' » I" |lrtri i |l,l> rl- 'IM ^ S' 1. ni». Hl 'J-'i|\ l 

deux; il ne reste que les portions extérieures ab, bc, cd, da, 
lesquelles forment le courant proposé. D'après cela, si l'on 
conçoit la surface décomposée en une infinité de parties in- 
finiment petites rf», on pourra remplacer le courant proposé 
par une intinilé de courants élémentaires idta; or a chacun rie 
ces petits courants on peut substituer un petit aimant p,p, 

normal à l'élément de surface et d'une intensité égaie à ■ 
Le lieu du point p, forme une surface magnétique boréale, le 
lieu du point p, une surface magnétique australe; / est la dis- 
lance des deux surfaces, et sur chacune d'elles l'intensité ma- 
gnétique, rapportée à l'unité de surface, est -■ Le courant sera 

ainsi remplacé par Acns surfaces magnétiques, l'une boréale, 
l'autre australe, infiniment rapprochées et limitées au courant. 

Celte manière de ramener les forces éleclrodjnamiques à 
des forces magnétiques ne parait avoir aucune importance 
théorique; mais elle pemavoir une certaine utilité, parce que, 
ces dernières étant des forces centrales, c'est-à-dire des forces 
émanant de points fixes, on peut leur appliquer immédiate- 
ment la méthode du potentiel. 



LA FORMULE D AMPÈRE. 

205. Reprenons la formule d'Ampère (n° 2351 

qui donne l'action mutuelle de deux éléments ds et ris' des 
courants. Nous déterminons les positions des milieux M et M' 
des deux éléments par les arcs s et i' comptés à partir de deux 
points fixes 0 et 0' sur les conducteurs {.fig.Ho). La dislance r 
des deux points M et M' est alors une fonction des deux va- 



3i8 uKU-ïifeiiE rintiï. — chafitu ii. 

rialilos iiidi- pendantes s et s'.el nous avons démontré (ci" -215) 

H 6 . S«. 



les relations suivantes ; 

CO50 — cosù' — — 



ou en déduit 



La (|iianlilé <Jr 011 r~> e;sl aussi une fonction des deux varia- 
bles indépendantes i ei s\ et l'on a 

— _ ' i -; _^r_ 

d'où 

et, par suite. 

La formule («) se réduit ainsi à ta forme plus simple 



COS£ eus 0 f (I- J 
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C'est cette forme que nous emploierons pour le calcul du 
travail. 

TRAVAIL EKTRK 1)ÏL'X COUSANTS tEEMfS. 

iiîG. Considérons deux conducteurs fermés C et C parcourus 
par îles courants d'intensité (' et i"' ; par suite de la déformation 
ou du déplacement relatif des conducteurs, la dislance r de 
deux poinis déterminés M et M' de ces conducteurs varie avec 
le temps. On doit donc regarder r comme une fonction d'une 
troisième varinblr indépendante t. La variation de la distance 
H M' dans le temps infiniment petit i/l, par suite de la mobi- 
lité (les conducteurs, sera ~ dt, et le travail élémentaire de 
la force F qui s'exerce entre les éléments ils cl ils' des con- 
ducteurs aura pour expression 

- F ^ dt = *kii'dsM ~ V;dt fsfc, 

ou, plus simplement. 

Le travail pondant le temps dt de toutes les forces qui s'exer- 
cent entre les deux conducteurs sera donné par la formule 

0) s?**. 

la double intégration s'étcndanl à toute la longueur des deux 
conducteurs. 

Nous allons transformer celle expression. En intégrant par 
parties, on a 

J jiw/ "\« m ),, J ïi 1 au* ' 
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et, pâr suite, 

1341 Arw- 

On aura tic même par symétrie 

En ajoutant ces deux expressions cl remarquant que 

ji' s/il + ij i«y ii 

un a 



2(i7. Lorsque les deux conducteurs sont fermés, les deux 
premières parties du second memhrc sont nulles, et la for- 
mule précédente se réduit à 

(36) </6 = — aHftfi y / x - - — rfjjfr'. 
Posons 

ci 

celte quantité W est une fonction de (. Si chacun des con- 
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dncleurs conserve une longueur invaiiable, les limites do 
l'intégrale double élanl des constantes, on a 



et, par suite, 

(3 7J dG = ie^fdl = ii'dW. 

La quantité \V peut être mise sous une autre forme; on a 
d'abord 

(«•] w=!ff°-a°^d.j,: 

On peut écrire encore 

en intégrant par parties, et tenant compte de la relation (<i| 
du n" ou a 

il en résulte 

(«-, w=ïffZ!l*<U. 

Cette quantité W est ce que M. Ilelmholl/ appelle le poten- 
tiel relatif à l'action mutuelle de deux courants d'intensité i 
parcourant les conducteurs, dans des sens déterminés. Si l'on 
Change le sens de l'un des courants, coss changeant de signe, 
la valeur de W change elle-même de signe. 
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968. Cherchons d'abord le travail des forces qui s'exercent 
entre un courant fermé ci un pôle d'un solénoïde ou d'un 
aimant. Nous avons vu [ n" 260) que l'action d'un courant fermé 
sur un pôle boréal se réduit à une résultante unique appliquer- 
ai! pôle; les formules [5.9) ou (3o) donnent les composantes 
de celle force, lorsque l'origine est au pôle. L'origine occu- 
pant une position quelconque, si l'on appelle x, y, : les coor- 
données du pôle, les formules(3o) deviennent 

Comme on a d'ailleurs 
elles se réduisent à 

ai >* ï= _ t ,»Y, î = _,,.»[. 
■ tx Sj- Sz 

Le travail des forces résultant de l'action mutuelle du cou- 
rant el du pôle, dépendant du déplacement relatif du pôle et 
du conducteur, on peut supposer le conducteur fixe et le pôle 
seul mobile. Il suffit alors de prendre le travail de la force qui 
agit sur le pôle; ce travail est 
[38) rfS = — furfV. 

Lorsque le pôle est austral, on change le signe de u. 



P = 




Si l'on pose 

(P) 

on b en lin 
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269. La fonction V a ici une signification géométrique très- 
simple : tiu pôle P, comme centre, avec un rayon égal à 
l'unité, décrivons une sphère ci considérons la portion il dé- 
tachée sur la surface de celte sphère par le cône qui a son 
sommet en I\ et pour directrice le conducteur ferme. Soit M 
un poinl quelconque de la surface S limitée au courant fermé, 
HN la normale en ce point, menée dans un sens tel qu'un 
observateur placé sur cette normale voie le courant tourner 
de droite à gauche ; la lettre p désigne la longueur de la per- 
pendiculaire P.ti abaissée du point P, sur le plan langent en M 
(yîg-.Sj); on a 

t = cosMP,L = cosDMN. 

Fi E .B.. 




A un élément ab ou du de la surface S correspond un élé- 
ment cd ou rifl de la sphère dont le rayon esl i et un élé- 
ment db' ou r'dQ. de la sphère dont le rayon est P,M; mais 
l'élément a'b' peut être regarde comme la projection de l'élé- 
ment dia sur le phi n prrpi'mlieuhiii'c à 1\ M; on a donc 

r'dQ =±d<* X cosDMN =± 




on prendra le signe 4- ou le signe —, suivant que la normale 
MN fait un angle aigu ou obtus avec le prolongement MD du 
rayon vecteur P,M. 
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L'expression du potentiel devient ainsi 

Ainsi la fonction V est proportionnelle à l'ouverture du cône 
snus lequel du pôle on voit le courant. 

270. Considérons, en général, l'action d'un aimant sur tin 
courant fermé. Si l'on cherche, comme précédemment, la 
fonction V relative à l'action de chacun des pôles élémentaires 
sur le courant fermé, et si l'on pose 

le travail des forces i|Ui s'exercent entre le courant fermé et 

l'aimant aura pour expression 

(3o) rfG^ûMV. 

Ceci résulte d'ailleurs immédiatement d'une remarque faite 
du n" -iGi. Pions avons vu qu'on peut remplacer le courant 
fermé par une surface magnétique; le calcul du travail est alors 
le même que s'il s'agissait de deux aimants. 
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CHAPITRE X. 

PHÉNOMÈNES D'INDUCTION. 



FORMULE DE WKER. 



27i. Nous avons étudii- iIl-ii v iNHi'^oni's pii ne i pales île phé- 
nomènes électriques : les phénomènes d'électricilé slplique 
qui sont régis par la loi de Coulomb 



el les phénomènes électrodjnamiques qui sonl compris dans 
la loi d'Ampère (n° 265) 

fi >M 

La première donne l'action mutuelle de deux masses élec- 
triques m et m' au repos, la seconde celle de deux éléments 
de courant. M. Weber est parvenu à réunir ces deux lois dans 
une loi plus générale, comprenant tes deux catégories de 
phénomènes; il admet que l'action mutuelle de deux masses 
électriques n'est pas la même quand ces masses sont en mou- 
vement que lorsqu'elles sont en repos, et il a trouvé que celle 
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action est représentée par la formule 

On reconnaît immédiatement qoe celte formule coniprenii 
celle de Coulomb, puisque, lorsque les masses électriques 
sont au repos, le second terme est nul. Nous verrons qu'elle 
comprend aussi celle d'Ampère. M. Weber raisonne dans 
l'bypotlièse des deux fluides; dans cet ordre d'idées, on re- 
garde un courant d'intensité i comme formé de deux courants 
d'électricités contraires, morcliant dans des sens opposés avec 
la même vitesse u, et avant chacun une intensité égale à ^- 

Si l'on appelle u la section très-petite du conducteur et p la 
densité des fluides électriques, la quantité de chacun des 
fluides qui traverse la section du fil dans l'unité de temps est 
p'.ui, cl l'on a, pour chacun des courants, 

;=<*"'• 

et, par suite, 

Un élément ils du conducteur contient des masses égales + m 
et — m de fluide positif et de fluide négatif, et l'on a 

et, par suite, 

(,) afli« = irf*. 

ACTION MUTUELLE DE DEUX COURANTS D'INTENSITES CONSTATES 
. DAKS DES CONDUCTEURS FIXES. 

272. Considérons deux courants d'intensités constantes i et 
f dans des conducteurs fixes C et G, et supposons d'abord 
que les aires u et ai' des sections soient constantes; les vi- 
tesses « et u' de l'électricité sont alors constantes le long 
de chacun d'eux. La position d'une masse m de fluide posi:if 
se mouvant sur le premier conducteur, avec la vitesse K, dans 
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le sens de la flèche, esl déterminée à chaque instant pnr l'are s 
compte à partir d'un point fisc 0 sur le conducteur \ftg. 8a j. 

KL 6 . tji. 




De même, la position d'une masse m' de fluide positif se mou- 
vant sur le second conducteur, avec la vitesse dans le sens 
de la flcclic, est déterminée à chaque instant par l'are s' compte 
à partir d'un point fixe 0' sur ce conducteur. On doit donc 
regarder s et »' comme des fonctions du temps, et l'on a 

1l = u ' ~dï = "'- 
La distance r des deux masses en mouvement est une fonc- 
tion des aies s et j', et par conséquent une fonction du temps. 
Il en esl de même de la quantité /i: On a donc, en dlfféren- 
tianl une première fois celle fonction composée, 

dj? _ ijr rfî W? ds' _ ij? )J? 
t2) dt ~ 3* 3ï di lê "*~ Di' ' 

Les dérivées partielles sont elles-mêmes des fonc- 

tions de s ei s', et par conséquent des fonctions de (; on aura 
donc, en dirférentiant une seconde fois, 

d>fr_ fvfr-dt ï>vr</»'\ JVtfrd* vfi ds'\ 
dt> ~ "\Ss' dt + isïs' dl J \ïsï? Tt S»" dt)' 

,3, #_,# + ..„£g +1 ,#. 
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r dans la formule de Weber, 
on obtient l'action exercée par la masse + m sur la masse 

Pour avoir l'action exercée par la masse — m sur la masse 
+ m', il suffit de changer, dans l'expression précédente, le 
signe de m et aussi celui de u; car la masse — m marche en 
sens inverse et par conséquent avec la vitesse — u; on a ainsi, 
pour cette seconde action, 

En ajoutant ces deux forces, on a l'action exercée sur la. 
niasse H- m' par l'ensemble des deux niasses + nt et — m 
contenues dans un même élément ds du conducteur C, savoir 

4*m«W i'<fr_ 

si l'on remplace imit par idi, et si l'on représente celle ac- 
lion par -i il vient 

Pour avoir l'action exercée par l'ensemble des deux masses 
+ m et — m sur la masse — m', il suffit, dans l'expression 
précédenie, de changer les signes de m' el de u'; on trouve 

la môme force ^- La somme de ces deux forces 

^km'u'ids ï'Jr 
*~ ' ^ Sri?' 

ou 

nkiïdsds' ?' V V 

j; Sri* 
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esi l'action exercée par l'élément ds sur l'élément ds'; c'esL 
précisément la force élecirodjnamiquc d'Ampère(fi). 

273. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que chaque 
conducteur a une égale section dans toute sa longueur; si la 
seclion est inégale, il faudra regarder s> comme une fonction 
de *; la vitesse u du courant ne sera pas la même aux diffé- 
rents points du conducteur, ce sera aussi une fonction de*. 
La vitesse « de la masse + mse mouvant dans le conducteur C 
sera donc variable, et l'on aura 

du du ds du 

~dl ~"ïts dt ~" rfT 

On aura de même sur l'autre conducteur 

Quand nous avons différenlié l'expression (2) de -^f* nous 
avons regardé u et u' comme des constantes; ces quantités 
étant maintenant des fonctions du temps, il faudra à l'expres- 
sion (3) de ^-J^ ajouter les termes 

tê dt ~*~ il' dt ' 

ou 

du ^^r , du' ? dr 
U ~dï~ls~ " ~dl Js 1 " 

Quand on considère l'action de -t-m ou celle de — m sur 
-+- m', ces termes additionnels restent les mêmes dans les pa- 
rernlièses; comme le signe est changé en avant de la paren- 
thèse, ces termes disparaissent dans la somme (I). Ainsi l'iné- 
galité de la section ne change pas la force — qui agit sur la 
masse 4- m' ou sur la masse — m', cl par conséquent la force 
électrodynamique F reste la même. 
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274. 11 est aisé de voir que l'ensemble des forces — qui 

agissent sur la masse -+- m' ne mortifie pas le mouvement de 
celle masse dans te conducteur L'. En effet, la projection de 
F 

la force - sur la trajectoire est 



La somme des projections de toutes les forces 
les différents éléments d,i courant fermé C sur la masse + m' 
est 

Ainsi la résultante des forces - qui agissent sur la masse + m' 
est normale à la trajectoire, el par conséquent n'a pas d'in- 
fluence sur le mouvement de cette niasse. De même pour la 



cent entre deux courants d'intensités constantes, dans des 

Les mêmes conclusions peuvent être appliquées à un cou- 
rant d'intensité constante agissant sur lui-même dans un con- 
ducteur de forme invariable. 

Les forces électrodynamiques F doivent être considérées 

co te appliquées aux divers éléments des conducteurs; pour 

maintenir ces conducteurs immobiles, il faut leur appliquer 
des forces extérieures qui Hissent équilibre aux forces électro- 
dynamiques. 

La loi de Webcr non-sculemeni comprend celles de Cou- 
lomb el d'Ampère; mais, comme nous allons voir, elle ex- 
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plique complètement les phénomènes d'induction dont la loi 
d'Ampère ne donnerait qu'une idée Lm parfaite et restreinte. 

ACTION BIITL'ELLE DU DEUI COURANTS D' [INTENSITÉS VARIABLES 
DAHS DES COMItCTEURS FIXES. 

275. Dans ce qui précède, nous avons supposé les intensités 
constantes et les conducteurs (Ixes; supposons maintenant 
que, les deux conducteurs C el C restant toujours (Ixes, les 
intensités i' et i' des courants soient variables. L'inlensilé t 
étant voriabie avec le temps, la vitesse « en un mémo point 
du conducteur sera aussi variable avec le temps. D'ailleurs, si 
la section est inégale, au même instant elle ne sera pas la 
même aux différents points du conducteur; u sera dune une 
fonction de s el de (, el, si l'un considère le mouvement de la 
masse + m, on aura 

du _ 3 « dt i « _ i u itt 
~ïït~ Jt dt^Tt ~ " Ï7 Ï7' 
On aura de même, sur le second conducteur, 

dt ~~ a is' + il ' 
d'\fî- 

Il faudra dans l'expression de ajouter les termes 

ïifr du tfî (M 
ii dt if dt* 

ou 

a» \ s* it} 3t- \ a*' sï )' 

ou 

/ iuifi ,ïu-iJl-\ /iifria Jy^ 3u'\ 
\" is is + " Ss' is' ) \is it + il' il)' 

La première partie, celle qui se rapporte à l'inégalité de la 
section, disparaît du résultat, comme nous l'avons vu, Exami- 
nons l'autre partie qui se rapporte il Ut variation de l'intensité. 



332 DBUXlfcjlE PARTIE. -< CHAPITRE X. 

Si l'on considère 1m actions de + m el de — m sur + m', le 
terme ^ change de signe dans la parenthèse: le terme 

)s' il 

emhèse, le dernier terme se détruit dans la somme, 
précédent s'ajoute. Ainsi l'action de l'ensemble des 



276. Nous supposerons dans ce qui suit que la densité p 
du fiuide reste constante, el par conséquent que la variation 
d'intensité correspond à une variation île la vitesse du (luide. 
De la relation i = ipwn (n" 271), on déduit 



_ î dt in , di 

Yt~ api 3Ï' 2 "'ï7~ *S' 

el l'on a 

F_ xkm'tfid* i'fr 
K ' ■>. ~ f r ilil'' 

Ainsi l'élément ils du premier courant exerce sur la masse 
F 

+ m' une action égale ;i l.i somme des dons forces - el E, cl 
F 

sur la masse — m' une action é^alc à leur différence E. 

La somme de ces deux actions est la force électrodynamique V 
qui s'exerce entre les deux cléments ils Cl di'; la variation de 
l 'intensité ne change pas l'expression de cette force. 
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Nous avons vu que la résultante des forces ^ qui agissent 

sur -4- m' ou sur — m' csl normale à la trajectoire, et par con- 
séquent n'a aucune influence sur le mouvement de ces masses; 
elle produit simplement une pression contre lu conducteur 
ou l'enveloppe isolante, et constitue ce qu'on appelle la force 
èleviroilfnanuque, que l'on considère comme appliquée au 
conducteur. Il n'en est pas de même des forces + E qui agis- 
sent sur + m', et des forces — E qui agissent sur — m'; elles 
admettent des résultantes égales et opposées qui ne sont pas 
normales à la trajectoire; elles tendent donc à faire mouvoir 
les deux niasses dans des sens opposés, et par conséquent 
constituent ce qu'on appelle une farce é/eclrotnotrice. 

2"7. Calculons le travail de ce* forces E. Le travail pendant 
le temps dt de la force E qui agit sur la masse -t- m' en mou- 
vement est 

E cosS' x «' dl = - km '**' dl eos 0 C os8' ~ ■ 
Le travail de leur résultante est 

!■■ , , rfi , /*cos9 rosO' , 

-!,'>)— — *• 

Le travail des forces — E qui agissent sur la masse — m' est 
égal et de même signe; le travail des forces ± V. qui agissent 
sur les deux masses + m' et — m contenues dans l'élément ds 
est donc 

, , ,di . rcos9eosfl' , 

Pour l'ensemble des masses électriques en mouvement dans 
le conducteur C, le travail a pour valeur 

(4) _ t ?dij j e ^î^- d$d^= - W i-di, 

W étant le potentiel relatif à l'action mutuelle de deux cou- 
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ranls d'intensité i parcourant les deux conducteurs (n°2G7). 
Tel est le travail des forces E qui agissent sur le courant C; 
ce travail résulte de la variation d'iniensitc du courant C. 

Le travail des mêmes forces agissant sur le courant C est 
— Wldi 7 ; il résulte de la variation d'intensité du courant C\ 
Le travail de l'action mutuelle des deui courants, ou la somme 
des deux travaux précédents, est donc — Wtf(ïi'). 

278. Les mêmes considérations peuvent être appliquées à 
l'action qu'un courant variable dans un conducteur fixe exerce 
sur lui-même; il suffit de supposer que les deux courants, 
dont nous avons calculé l'action mutuelle, deviennent égaux 
et coïncident. Le travail des forces E, provenant de l'action 
du courant C sur le courant C, est — Vfidi; mais il faut re- 
marquer que, dans l'intégrale W, chaque couple d'éléments n 
et b est comptée deux fois : une première fois, quand on re- 
garde a comme appartenant au premier conducteur, h au se- 
cond ; une deuxième fois, quand on regarde b comme appar- 
tenant au premier eonduclcur, a au second. Si l'on pose 

(5) ,v = i l J i "'°' r ' a ' -J,M, 

en avant soin de ne prendre qu'une fols chaque couple d'élé- 
ments, on aura W = ia>, et le travail que le courant exerce 
sur lui-même aura pour expression — aiwrVl ou — d{i'<v). 

La quantité i*w est ce que nous appellerons ['énergie po- 
tentielle du courant; c'est la quantité de travail que déve- 
loppe le courant, quand, abandonné à lui-même, son inten- 
sité diminue jusqu'à zéro, inversement, pour produire un 
courant donné, il faut dépenser une quantité de travail ou 
d'action chimique égale à l'énergie potentielle du courant. 

11 résulte de la nature des choses que le potentiel w d'un 
courant sur lui-même est une quantité positive. C'est ce 
qu'on vérifie immédiatement lorsque le condenseur est cir- 
culaire; car, dans ce cas, pour chaque couple d'éléments, 
les deux angles 8 et 6' sont égaux. 

De môme l'énergie potentielle du système de deux cou- 
rants est i'w + i''w' + i'i'W. 



NlflwDllÉM-S d'induction. 



279. Supposons que dans un c ondurteur ferme: immobile soit 
interposée une pile variable. L'énergie fournie par la pile pen- 
dant le temps dt est naEqidl (n° 236), ou plus simplement 
Uitll, si l'on représente par 11 la quantité nnEq; le travail 
des forées intérieures est — rf(i 'iv J; le travail des forces exté- 
rieures qui maintiennent le conducteur immobile est nul. Le 
théorème des forces vives donne l'équation 

(6) ti\ + li'dt - Birff — rf(i'u-), 

dans laquelle le premier terme représente l'accroissement de 
la force vive des masses électriques, le scennd l'énergie ca- 
lorifique communiquée aux molécules pondérables, de sorte 
que le premier membre est l'accroissement de la force vive 
de tout le système. Si nous négligeons, comme nous l'avons 
fait jusqu'à présent, la force vive des masses électriques, l'é- 
quation devient . . 

(;) B/rf/ = *i*rfH-rf{i»w); 

elle signifie que l'action chimique de la pile est égale à l'éner- 
gie calorifique dégagée sur le conducteur, plus l'accroisse- 
ment d'énergie potentielle du courant. 

Si l'on intègre depuis le moment où le courant commence 
jusqu'à celui où il finit, on o 



li'dt; 



l'action chimique de la pile est égale à l'énergie calorifique 
dégagée sur le conducteur. 

280. De l'équation ( 7 ) on déduit 

._H 114. di 

< 8 ' '-T-T3Ï - 
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Lorsque la pile esi constante, l'intensité du courant c 



On reconnaît sur l'équation (8) que, si H augmente, f aug- 



Posons, pour abréger, -j~ = a; l'équation (8) de» 

. . Ht 
' = ''- n d t ' 

et l'ituégrale. développée en série, es[ 

. . 4i. ,d'i, 

( 9) ,= ,,_„_+„,__.... 



281. Considérons maintenant deux conducteurs fermés C 
et i',' immobiles, dans lesquels soient interposées îles piles 
variables II cl H'. Appelons iv el iv' les potentiels des conduc- 
teurs sur eux-mêmes, et W le potentiel relatif ii leur action 
mutuelle. Le travail des forces extérieures qui maintiennent 
immobiles les conducteurs est nul. L? travail des forces élec- 
triques qui s'exercent sur le premier courant est 

— rf{i'iv)-W/rfi'i 
celui des forces qui s'exercent sur le second courant est 

-dii"iv')—yfi'di. 
Le théorème des forces vives donne les deux équations 
,/A 4-?./' rf/=H ÏHt-dW a> )-W(rff, 

rfA'+ vr'di = ti'i'iit - rf( wi'rf/, 

ou, en négligeant les forces vives des masses électriques, 
| Bidt = li*dt + (/(/'.«■ )+Vfidi', 

(,u> \ wi'dt = vi' un + ,/( i-w) + w i'di. 
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En ajoutant ces deux équations membre à membre, on ob- 
ient l'équation 



(") 



\ = ).i'dt +Vi''dt+ d{i'iv + i"(v'+iï'W) 1 



nue l'on pouvait écrire il priori; elle signifie nue la somme 
des actions chimiques des piles est égale à l'énergie calori- 
fique déjugée sur les conducteurs, plus l'accroissement de 
l'énergie potentielle du système. Si l'un intègre depuis le mo- 
ment OÙ les courants commencent jusqu'à celui où ils fi- 
nissent, on reconnaît que l'action chimique des piles est égale 
à l'énergie calorifique dégagée sur les conducteurs. 

282. Des équations (id) on déduit 

\ ' ~T dt ~ T rfl' 

i ■'_ w di 

{'—'• V dt V dt' 

. ... II H' 

i, et 1 , représentant y et y 

Quand les piles sont constantes, les intensités des courants 
sont constantes et égales à ï, et à (",. Lorsque les piles sont 
variables, les intensités 1 et i' diffèrent de )', et i\ ; mais l'effet 
de l'induction est complexe. En intégrant par séries, on a 

■ . . a«> di, W di\ 



[ — ' V dt X dt 

Afin de mieux saisir la loi du phénomène 
cas où il n'y a pas de pile interposée dans le second conduc- 
teur; les équations (ca) se réduisent i 

i ■ — ■ _ a _ ?l 'Ol 

■ X dt Hi' 

lHJ i .,_ -xa/ di' W rfr 

[' - T Tt~ V dt' 
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cl leurs intégrales à 

.,_ Vf di, 
' ~ V dt + ""' 

._ . _™ di. 

Pour évaluer W, on □ pris dans le conducteur C le sens même 
du courant i; supposons qu'on ail pris dans C un sens tel 
que W ait une valeur positive. Les équations précédentes 
montrent qu'une diminution d'intensité dans le courant i fait 
naître dans le conducteur C un courant de môme sens que 
celui qui rend W positif, et qu'une augmentation fait naître un 
courant de sens contraire. Dès que le courant inducteur i de- 
vient constant, i' devient nulle cl le courant induit cesse 
d'exister. 

ACTION MUTUELLE DE DEUX COURANTS D.IN5 DES COSDLCTEUHS 
MOBILES. 

283. Nous avons cherché l'action mutuelle de deux cou- 
rants d'intensités variahles dans des conducteurs fives; nous 
allons maintenant traiter le cas général, et supposer les con- 
ducteurs mobiles. Le mouvement delà masse électrique + ni 
dans le conducteur C est défini par l'équation s — f(l)(n"Z12) ; 
de même le mouvement de la niasse électrique -I- ni' est défini 
par l'équation s" =/((), el l'on a 

B= s' " = di' 

Lorsque les conducteurs sont fixes, la distance r de deux 
points M et M' de ces conducteurs est une fonction des deux 
variables indépendantes s el s'; si les conducteurs sont mo- 
hiles, celle dislance esi en ouire tine fonction du temps, et 
l'on a r= <f (f, t). Celle fonelion des trois variables indé- 
pendantes s, s', t est telle que, si l'on aitribue à / une valeur 
constante, la fonelion s', t) des deux variables indépen- 
dantes set s' représente à cet instant la distance de deux points 
quelconques M et M' des conducteurs. La même fonction 



r= cp (s, s', l) représentera aussi la dislance des deux masses 
électriques + m et •+■ m', se mouvant sur ces conducteurs 
mobiles, si l'on y regarde s et s' comme des fondions du 
temps 

de mi 

<fr=J 9 (*, s', *'.'!■ 
C'est ii ce point de vue qu'il faut se placer pour appliquer la 
formule de Weber. 
281. En différenliunl une première fois, on a 

d<J? _i<fr dt U±dJ_ 

dt is dl il 1 dt + <i( 

ou 

d-fr >fr ,i</? ifr 

! ' 61 -dT = "-î7 +a W^W 

Chacune des dérivées partielles ~\ ^y". de la fonction 

yr = if( J > s '< ') doil aussi ôlre considérée comme une fonc- 
tion des trois quantités s, s', t. On aura donc, en différen- 
liant une. seconde fois, 

df \ )s' dC a* S* 1 dt • isit ) 

, ,{S>'-frds Vjfr M Vfr \ 



^, ii dt + a*- j( 



s/a» a/.v ae / 

S)/? i/" s Y 
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Lorsque la section est înc-«ulc cl l'intensiié variable, u esi une 
fonction île i el /, comme nous l'avons expliqué précédem- 
ment (n- 273), el l'on a 

du _ 3 n dt 3k _ ïk 3jf du' , Ja' , iV 

dl ~3* dt + 3/ 3/' dl ~ "a* 1 jV 

On a ainsi 

( a_«aVr .w wj\ 

\ ii si tï a»- y 

\.3i 3/ S» 1 J/ / 
Quand on considère les actions réunies de 4- m el (le - m 
sur -H m', comme il foui changer le signe de m cl celui de «, 

les seuls termes de -^7- qui subsistent dans le résultat sont 
les trois termes 

, 3'vV 3 <fi ,1» 3»j/r 

I "" itif "a* a/ a/a* 1 

qui changent de signe avec u ; tous les autres se détruisent. 
On trouve ainsi que l'action des deux masses -i- m et — m, qui 
sont contenues dans l'élément ds, sur ■+■ m' est 

t + E + E 1 - - "'^ - ^ — 

1 ^ ai*v ^7 ' a« 3/ 




PlltKOltfeNliS d'induction. 3$i 
On retrouve ainsi les deux forces - et ± E obtenues précé- 
demment (n D 27;>), et ia mobilité des eonducleurs introduit 
une troisième force 

La somme des actions exercées par l'élément ds sur les dcuv 
masses 4- m 1 ei — m' contenues dans l'élément ds' est tou- 
jours égale à F; c'est la force électrod vnamique dont l'expres- 
sion reste la même. Nous avons maintenant deux forces élec- 
iromolrices : l'une ± E due à la variation de l'intensité; l'autre 
± E' due au déplacement des conducteurs. 

285. Évaluons le travail des forces dans les conditions ac- 
tuelles. Appelons v et v' les vitesses des points M et M' des 
conducteurs, l'angle de la vitesse e avec la direction MM', 
4-' l'angle de la vitesse avec la direction M' M ( _fig.83). 
Fi E -S3. 



La masse électrique + m a un double mouvement; elle se 
meut sur le conducteur C avec la vitesse », et participe au 
niouvcmentdu conducteur qui l'entraîne avec lui; son dépla- 
cement pendant le temps dl est la résultante des deux dépla- 
cements MX — udi, MP — vdt. Le déplacement de la masse 

Les masses électriques -+- m' et — m' ont de même un double 
mouvement: leur mouvement propre sur le conducteur C, 
et le mouvement du conducteur qui les, entraîne avec lui; le 
déplacement de la masse -t- m' dans l'espace pendant le temps 
dl est la résultante des deux déplacements WN' — u'dt et 
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M'P'— v'dt; le déplacement de la masse — ni est la résul- 
tante dos deux déplacements — u'dl et v'dt. 

Or on sait que le travail d'une force pour un déplacement 
résultant est égal à la somme des travaux relatifs aux dépla- 
cements composants. Nous avons vu (11° 274) que la résul- 
tante des forées - t qui agissent sur la masse -+■ ni, et qui pro- 
viennent des différents cléments du conducteur fermé C, est 
normale au conducteur C, et que, par conséquent, le travail 
de cette résultante pour le déplacement u'dl est nul ; le travail 
pour le déplacement v'dt est égal à 

-Mu-h>dtf^™¥-d t . 
F 

La résultante des forces - qui agissent sur la niasse — ni, étant 

égale en grandeur et en direction, donne aussi un travail nul 
pour le déplacement — u'dl, et le même travail pour le dé- 
placement v'dt. De sorte que le travail des forces ^q u i agissent 
sur les deux masses ■+■ ni et — ni, contenues dans l'élé- 
ment </*', est 

F 

le travail des forces - 'qui agissent sur toutes les masses élec- 
triques contenues dans le conducteur C, est donc 
■]8] dGFC'=-*kirdt C Ç l ^?s4/ 

Le travail des mêmes forces qui agissent sur toutes les 
masses électriques contenues dans le conducieur C est 

(,,) «M = - ff£g ï=t d.di. 

Il est évident que- la somme de ces deux travaux est le 
travail des forces élerlrodynamiques dans le système des 
deux conducteurs, travail dont nous avons trouvé la valeur 
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lï'rfW au n° 267. C'est ce qu'il csl d'ailleurs facile <le vérifier; 
on a, en effet, 

v ces if -+- e'cos if — —, 

et la somme tics deux travaux précédents est identique à l'ex- 
pression (33) du n°2G6,, 

Les forces -i- E et — E qui agissent sur les masses + m' et 
— m' donnent, pour le déplacement v'i/i, des travaux égaux et 
de signes contraires; on peut donc, dans l'évaluation du tra- 
vail de ces forces, faire abstraction du mouvement des con- 
ducteurs, et on est ramené au cas que nous avons traité au 
n° 277. Ainsi le travail, pendant le temps Jt, des forces ±E 
est —Vfi'di sur le courant C, — Wirfi' sur le courant C; en 
tout— Wtf(ïi'). 

286. Les forces + E' el — E' qui agissent sur les masses + m' 
et — ni' donnent de même, pour le déplacement v'i/t, des tra- 
vaux égaux et de signes contraires, et l'on peut encore faire 
abstraction du déplacement du conducteur C. Le travail de la 
force E', qui agit sur la masse + n.', pour le déplacement «Vf, 
est 

„, ... ikm'uidtdt Jr à'V** 

E'COSfl'X U'dt = - ■ JJT yyy^ 

Le travail de leur résultante est 

Çfrm-u'idt Ç^^-dt. 

La résultante des forces — E', qui agissent sur — m', donne un 
travail égal et de même signe; de sorte que le travail des 
forces + E' et — E', qui agissent sur les deux masses -+■ m' 
et — m' contenues dans l'élément ds 1 , csl 

Le travail des forces ±E', qui agissent sur toute l'étendue du 
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courant C, esl donc 

En intégrant par parties, on a 

puisque les conducteurs sont fermés, cl l'expression précé- 
dente devient 

i») 

si l'on compare cette expression à l'expression (33] du n°26G, 
on voit que le travail des forces ± E', qui agissent sur le cou- 
rant C, esl égal au travail des forces éteclrodynamiques et de 
signe contraire; sa valeur esl donc — tï'rfW. Le travail des 
forces ± E' qui agissent sur le courant C a la même valeur 
- ii'dW. 

Ainsi, le travail pendant le temps di des forces que le cou- 
rant C exerce sur le courant C esl 
(ai) rfBFC- WiA'' - ifdW = rfSFC-M(t'W) ) 
celui des forces que le courant C exerce sur C est 
(sa) rfGFC — WiV( — ff'rfW = rfSFC — t'rf(iW). 
La somme de ces deux travaux, c'est-à-dire le travail de l'action 
mutuelle des deux courants, esl 
(a3) iïdW-îd{i'Vf) — M(/W) = - tf(iTW). 

INDUCTION d'un courant scr LUI-MIIE par lk CBinoKMEKT 

DE FOHME DU CONDUCTEUR. 

■287. Les considérations précédentes peuvent être appliquées 
a l'action d'un courant sur lui-même, quand le conducteur 
change (le forme, comme un fil flexible, tout en conservant 
une longueur constante, ou quand il est composé de plusieurs 
parties solides et mobiles les unes par rapport aux autres. 
Supposons, comme au n' 278, que les deux courants devien- 
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ncnl égaux ei coïncident, cl remorquons que le travail de 
cliaque couple d'éléments esL compté deux fois; en rempla- 
çant W par 7.w et divisant par a, nous aurons, pour le travail 
des forces éleclrodvnamiques, i'div, et, pour le travail de 
toutes les forces que le courant exerce sur lui même, ~ rf[i>«'). 
Nous conserverons toujours à la quantité i'tv le nom d'énergie 
potentielle du courant. 

Les forces éleclrodvtiamiqiies doivent ("li e regardées comme 
appliquées au conducteur; à ce conducteur sont appliquées 
aussi des forces extérieures. Le mouvement sensible du con- 
ducteur étant déterminé par les forces éleclrodynamiques et 
les forces extérieures, on a 

(»4) dB = i 1 da> + <f6ext., 

li ili'-siiimmi la force vive sensible du conducteur. D'autre part, 
si l'on considère l'ensemble du courant et du conducteur, 

dB + i/A + M'dl = H idt - d( f iv) + rfG exi.. 

ou, tn venu de l'équation précédente, 

dk -+- M'dt=Vtili - d[i'w)- i>dw, 

et, en négligeant la force vive A des niasses électriques, 

(35) Midi = \Pdl + dli*w) + fdti: 

288. De réquation (a4l un déduit 

i'd.v = dB - dG «1. 

Celle équation indique que le travail r'rfw des forces électro- 
dynamiques est égal au travail extérieur accompli nu reçu 
par l'appareil, plus la variation de la force, vive sensible du 
conducteur. Alln de simplifier les énoncés, nous compren- 
drons dans le travail extérieur celte variation de la force vive 
sensible, en la regardant comme un travail accompli uu reçu, 
suivant qu'elle est positive ou négative, et nous dirons, d'une 
manière générale, que le travail des forces éleclrodynamiques 
est égal au travail extérieur accompli ou reçu par l'appareil. 
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D'après cela, l'équaiion (î5) signifie que l'action chimique de 
la pile est égale à l'énergie calorilique dégagée sur le conduc- 
teur, plus l'accroissement d'énergie potentielle du courant, 
plus encore le travail extérieur accompli ou reçu. 
On en déduit 

( a6) , = 1 ,- 5 _. 

On voit par là qu'une augmentation du potentiel w diminue 
l'intensité du courant, et que, au contraire, une diminution 
du potentiel augmente l'intensité dit courant. En développant 



INDUCTION ENTRE I1EUS COCHANTS l'AR LE MOUVEMENT 
IIES CONDUCTHCR.S. 

289. Pour préciser, nous supposerons que les deux con- 
ducteurs sont des corps do forme invariable, analogues à des 
corps solides, qui so déplacent l'un par rapport à l'autre. De 
ce mouvement relatif résultent, comme nous l'avons vu, des 
forces éleetromolriees ± E', qui modifient les intensités des 
courants produits par les piles II cl II' interposées dans les 
conducteurs. Les forces élcdrodynamiques que les courants 

comme appliquées aux conducteurs; à ces conducteurs sont 
iippliijii'Vs aussi des forces extérieures. I,e mouvement sen- 
sible des corps solides C et C étant déterminé par les forces 
électrodynamiques et les forées extérieures qui lui sont appli- 
quées, on a 

rfB = rfGFC-*-</6exl.C, 
</B'=rfGFC+rfG exi.C, 

et, par suite, 

dB + <IB'= ii'dW + dG ext., 
le dernier terme désignant le travail des forces extérieures 
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qui ;<gissenL sur les deux conducteurs. Ou eu déduit 

11'rfW = dB + dB'— dB ext. ; 
en comprenant dans le travail extérieur la variation de la force 
vive sensible, comme nous l'avons fait précédemment, nous 
dirons encore que le travail ii'rfW des forces éleclrodjna- 
miques esl égal au travail extérieur accompli ou reçu par 
l'appareil. 

Considérons maintenant le condurieur C el le courant i qui 
le parcourt; le théorème des forces vives, appliqué à l'en- 
semble, donne l'équation 
dB + dk + li'di 

= H idl - d{ihv) + rfS FC - id { i'Vf ) + dfS exi. C. 
Le premier membre esl !a variation de la force vive totale, le 
second membre contient l'action chimique de la première 
pile, le travail du premier courant sur lui-môme (n° 287], le 
travail du second sur le premier (n" 280), el enfin le travail 
des forces extérieures qui agissent sur le premier conducteur. 
En vertu de l'une des équations précédentes, cette équation 
se réduit à 

JA+li'rf( — Kidt — rf( /'..■) — id(i'W), 

ni, un né:;] til la force vive des musses électriques, à 

(a8) Kidt = ïi'rfl -4- d{i'w) + id[i' Vf). 

On a de même, pour le second courant, 

(a 9 ) B' i'A = >.'<"</( + rf( ?'»') + i'rffiW). 

En ajoutant ces deux équations membre à membre, on obtient 

l'équation 

\ Hidt -4- Wïdt 

= \fdt + Vi"dt + d{ ïw + i"ii/-MYW) + Û'dW. 
Cette équation signifie que la somme des actions chimiques 
fournies par les piles esl égale à l'énergie ralorilique dégagée 
sur les conducteurs, plus l'accroissement de l'énergie poten- 
tielle du système, plus encore le travail extérieur accompli ou 
reçu. 



(3o). 



(3.) 
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290. Les potentiels »• et w> des deux conducteurs solides 
;, des deux équations [38) et (29) on déduil 

■ __ ™ dL _ 1 dd'yf) 

"'' X dt i. dt ' 
, aw ' d? 1 jfjfWj 
l " ~ • ï; rf( X' d( 

ii ri f, représentant toujours y et y ■ Afin de mettre en évi- 
dence ce second mode d'induction, nous supposerons les 
piles constantes. Quand il n'y a pas mouvement relatif, W 
étant constant, les intensité- prennent les valeurs constantes 
i, et i',. La même cliose a lieu, lorsque l'appareil passe 
par une position pour Inquelle le potentiel W est maximum 

lions (3i) sont vérifiées par i= i„ i' = i\, j t ~o,~ — o. 
Les intégrales des équations (3i), développées en séries, 

[ . . i\ dVf 



[ • i: dt 

L'induction des courants l'un sur l'autre diminue ou augmente 
tes intensités des courants, suivant que le potentiel W aug- 
mente ou diminue. L'effet est d'autant plus marque que 
est plus grand en valeur absolue, c'est-à-dire que le mouve- 
ment est plus rapide. 

201. Dans le cas particulier où il n'y a pas de pile inter- 
poser dans le second conducteur, les équations (3i) se ré- 
duisent à 

[•_■***' A rf(''W) 
' - '' X dt 1 dt ' 
) v_ 3w* dt 1 rf(tW) 
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et leurs intégrales à 

I ., /, rfW 

,34, ' — p-ar*"- 

( (■=/ i '*■ rf, ^-! + .... 

Supposons, comme au n° 282, que l'on ait déterminé le po- 
tentiel W en prenant dans le conducteur C le sens du courant/, 
ci dans le conducteur C un sens tel nue le potentiel ait une 
valeur positive. On voit qu'une diminution du potentiel W 
fait naître dans le conducteur C un courant de même sens, 
et qu'une augmentation fait naître un courant de sens con- 
traire, line augmentation ou une diminution du potentiel pro- 
duit dune le même effet qu'une augmentation ou une diminu- 
tion dans l'intensité du courant inducteur (n* 281). Ces lois 
ont été vérifiées par l'expérience. 



MACHINES ÎLECTRUMOÏRJCES Er SUCEUSES INVERSES. 

292. L'appareil que nous venons d'étudier, et qui est formé 
de deux conducteurs mobiles, dans lesquels circulent des cou- 
rants i et i', peut servir de machine motrice. Supposons que 
le mouvement des conducteurs soit périodique, comme cela 
a lieu dans la plupart des machines. La force vive sensible 
des conducteurs reprenant la même valeur, le travail des 
forces électrodvtioniiques, pendant chaque période, est égal 
à celui des forces extérieures et de signe contraire. l"our éva- 
luer le potentiel W, nous imaginons deux courants d'inten- 
sité i, parcourant, l'un le conducteur C dans le sens même du 
courant i, l'autre le conducteur C dans un sens choisi à vo- 
lonté; il est évident que, pendant une période, le potentiel W 
passe par un minimum W, et par un maximum W,. Pour que 
la machine fonctionne utilement, il est nécessaire de changer 
alternativf ment le signe do l'un des courants, par exemple du 
courant i'. Quand la machine va de la position du minimum 
à celle du maximum, rfW avant une valeur positive, on fait 
marcher le courant i dans le conducteur C dans le sens choisi 
pour l'évaluation de W; de cette manière, i' devant être re- 
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gardée romino positive, le travail ii'dW des forces électro- 
dynamiques est positif, alais, quand la machine va de la posi- 
tion du maximum à celle du minimum, <i\V avant une valeur 
négative, on fait marcher le courant dans le conducteur C en 
sens inverse de la direction précédente ; i' devant alors être re- 
gardée connue négative, le travail i/VW des Torres éleclro- 
ilviiiiiniiiin'-i c-ii eiK-ori' pnsilif. du réiahlit le sens primitif du 

Il est évident que le changement de sens d'un courant s'o- 
père d'une manière continue, quoique dans un temps très- 
court, et par conséquent que son intensité ? devient nulle à 
cliaque changement. Si l'on intègre l'équation ( 3o) pour une 
des phases du mouvement, on aura 

(35) f (Hi'-t-H'f')rf' = jo.i' + ï:ï')dt+ Ç ii'dW. 

Ainsi l'action chimique des piles, pendant chaque phase, est 
égale à l'énergie calorifique dégagée sur les conducteurs, plus 
le travail extérieur accompli. 

293. Une pile suffit pour faire fonctionner la machine. On 
peut, en effet, disposer l'appareil de manière que le mémo 
courant parcoure les deux conducteurs C et C, et que le sens 
du courant suit changé alternativement dans le conducteur C. 
Pendant la première phase du mouvement, on aura t'= I, et 
pendant la seconde, i'— — ■ /. L'équation (3o) donne, pour la 
première phase, ■ 

. . a(w.-.-w') di a rffi'W) 

' 36 J ' = '■- i + v di ~ ÏTT' -Si— 
et, pour la seconde, 

M„t ; ; '<"■+,<■') di * rf(.W) . 

f h) •='•- nô/ d, + ï+3? ' 

si l'on développe en série, en supposant la pile constante, on 

n la formule approchée 

(38) ( = , 1+ ___, 

le signe supérieur se rapportant à la première phase, le signe 
inférieur à la seconde; mais, comme est positif dans le 
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premier ras, négatif dans le second, l'intensité i, variable pen- 
dant le jeu de la machine, est constamment moindre que l'in- 
tensité constante /, que produirait la pile si la machine était 
en repos, et elle est d'autant plus petite que la valeur absolue 

de ''^ est plus grande, c'est là dire que la machine marche 
plus vite. 

L'équation (35), appliquée au* rien* phases d'une période, 
donne 

Ji i 'd W = jT i [ U -( Ji + ï ) f ] rfi ; 

telle est la quantité (l'action chimique transformée en travail, 
pendant la durée T d'une période. En désignant par i". une 
valeur moyenne rie i, celte quantité peut être mise sous la 
forme 

Le travail pendant l'unité de temps est 
().-»- 

il est maximum lorsque le jeu de la machine est réglé de telle 
sorte que <„= - • 

Le coefficient économique de la machine, ou le rapport île 
la quantité d'action chimiqur transformée en travail à la quan- 
lilé totale dépensée par la pile, est 

^[Hf-tt-t-X') i']di Ça + V)i'dl 

fuidt fuidl '' 

étant aussi une valeur moyenne de i. On peut rendre ce 

et par conséquent la machine parfaite au point de vue théo- 
rique. Il suffit pour cela que l'intensité i soit très-petite, ce 
qui a lieu quand la machine marche très-vite; mais alors la 
quantité de travail produite dans l'unité de temps est trés- 
petile, ce qui rend l'avantage illusoire. 
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204. Pour réaliser une machine inverse avec deux conduc- 
teurs C cl C fermés, et séparés l'un de l'autre, il suffit d'une 
pile II interposée dans le conducteur C; le mouvement pério- 
dique des conducleurs, mouvement produit par des forces 
extérieures, donne naissance à un courant marchant dans le 
conducteur C, alternativement dans un sens et dans l'autre. 
En effet, d'après la première des équations ( 3;{ ), oit a approxi- 
mativement 




dl ' 



Quand l'appareil va de la position où le potentiel est maximum 
à Mlle où il est minimum, /'ayant une valeur positive, le cou- 
rant induit marche dans le sens qui a été choisi pour évaluer W; 
mais quand l'appareil va de la position du minimum à celle 
du maximum, le courant i' change de signe et marche en sens 
contraire. De cette manière, et par le jeu naturel de la ma- 
chine, le travail des forces électrodynamiques 11'rfW est tou- 
jours négatif. Dans chacune des phases du mouvement, la 
machine reçoit un travail extérieur qui est transformé en cha- 
leur ou en lumière. 

295. On obtient aussi une machine motrice en faisant réagir 
sur un courant produit par une pile un aimant naturel ou un 
électro-aimant. Nous avons \ u f n" 270) que le travail des forces 
élerinidinamiques qui s'exercent entre un courant fermé i* ei 
un aimant a puur exjnvshitin ir/W, W étant un certain pntcti- 
liel qui dépend de la position relative du courant et de l'ai- 

un minimum W, et un maximum W,. Afin d'avoir toujours un 
travail positif, on changera alternativement le sens durourant. 

La machine inverse n'exige pas de pile; le mouvement re- 
latif de l'aimant et du conducteur fait naître dans celui-ci un 
courant induit, qui change de sens alternativement, de ma- 
nière à ce que le travail des forces éleclrodyuamiques idVi 
soit toujours négatif. 
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